BOLYAI-KÖNYVEK SOROZAT 


A könyv a Műszaki Kiadó Bolyai sorozatának hete- 
dik tagja, amely a matematikai logika legfontosabb 
alapfogalmaival és alkalmazásaival ismerteti meg 
az olvasót. A példatár előnye, hogy az elméleti 
anyagot feladatsorokon keresztül dolgozza fel, az 
alapoktól indulva eljut a matematikán belüli alkal- 
mazások bemutatásáig (axiómarendszerek vizsgá- 
lata) és a műszaki alkalmazásokig. 

A könyv szerkezete igen alkalmas az önálló tanu- 
lásra is. Az egyes fejezetek három részre oszla- 
nak: a szerző először a legfontosabb tételeket, fo- 
galmakat foglalja össze, ezekhez példák kapcso- 
lódnak, majd az önálló megoldásra szánt feladatok 
következnek, amelynek megoldásait az olvasó 
minden fejezet végén megtalálhatja. 

A könyvben helyet kaptak többek között a halmaz- 
algebra és logikai alkalmazásai, a kijelentés-logika 
és alkalmazásai, a következtetési szabályok, az 
axiomatizálás, valamint az elsőrendű logikák és 
alkalmazásaik. 

A könyvet elsősorban egyetemi és főiskolai hall- 
gatóknak ajánljuk, illetve azoknak a középiskolás 
diákoknak, akik a reáltudományok terén kívánják 
folytatni a tanulmányaikat. 


II 16-303 


JI ue ÉG ! NINI 






































Ha 
u 








URBÁN JÁNOS z . 


MATEMATIKAI 
LOGIKA 


Azonosságok : 


AA(BvC)—(AABIVIAAC)I AvVÍBACI-(AvB]jal4v a 


AA(4Av B] - A Avli4A B) — A 
A5:4AzA4 ÁAvA:- 4 
Aa(4a Biz 14Av7aB al4vB]j- T4A TB 
"TI 14-44. 


A4A-B-TAVB AG Bz-igAv B atl4dv 18) 
AI8—- 7(AAB)  4]B- "(AvB 
ADB z(Aa aB]v(TAA B 
-"IvxPixbs ax 1Pix)  13xPíxj— Vx 1PÍx) 


vxlPix]) a Ox) sz VxPix] A vxOlx) 3x(PÍxhv OEM s JxPÍx) v 3xOIx]), 


K övetkeztetési szabályok : 


AA Biz B 714 7B BEA 
Az BE TJB- TA JAG JBEBGA 
A-B B-CHAGC 7TA4AGB 714—- 1BE A 
Vx(P(x) — D(x Vx(26) — R(x]) F Vx(Pix) c RIxh 
Vx"1R(x, x], vxeYyyzilRix, via Rív, 2)) - Ríx,z) FVxvyíRÁx, yj 
a AaRíy, x) 
VxYyi RÍ, 4) — RÍ, xi VXYYezti RÉ, y] A RÍv, 2) 
a Rix, :). Vx3yRtx, v) z VxR(x, x). 


URBÁN JÁNOS 
MATEMATIKAI LOGIKA 


Péter Rózsa és Kalmár László emlékének URBÁN JÁNOS 


A BOLYÁLSOROZAT KÖTETEI: MATEMATIKAI 
Barczvy Barnabás: Differenciálszámitás LO (G(IKÁ 


salt György: ValószínűségszáITHtÁS 

Lukács Ottó: Matematikai statisztika PÉLDATÁR 
scharnitzky viktor: Diiferenciálegyenletek 

Bárczy Barnabas: Íntegraiszamitas d. kiadás 
scharnitzky Viktor: Matrixszamitás 

Urbán János: Matematikai logika 

Urbán János: Határérték-szamitás 

Fekete Zoltán-Zalay Miklós: Többvaltozós függvények analizise 


MŰSZAK! KÖNYVKIADÓ, BUDAPEST 


Lektorálta: 
szécsényi Tibor 
ak]. matemanikus 


€ Dr. Urbán János, Budapest, 1983, 2001 
€ Hungarian edition Műszaki Könyvkiadó, 2001 


ISBN: 963 10 4683 4 felső kladás) 
ISBN: 963 16 3035 8 
ISSN: 1216-5344 


TARTALOM 
Bevezetés ........ KERN 
I. A halmazalgebra é ÉS . logikai alkalmazásai vazze iss... 9 
I. Halmaz, részhalmaz 0... zzz szvsz 9 
2, Műveletek halmazokkal ......zzzy zzz evés. TA 
3. A halmazalgebra logikai alkalmazásai KERGETNEK 22 
Az 1. fejezetben kitűzött feladatok megoldását . ...... 1.2... 2 
II. A kijelentéslogika ............ ERGGENNEKNNENKERENENNNEK £ 
I. A logikat műveletek és tulajdonságaik ERNEK 2. 
2 c[gazságfüggvények. normálfortmmák 2.00. sgsz zzz ze s. 45 
3. Az igazsagfüggvenyek néhany lontos osztálya 2... s... 2... 56 
4. Teljes függyényrendszerek ..........- zzz... ŐK 
A II. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai KGGYNNNNNNNNNENENNNÉT Ar 
HI. A kijelentéslogika alkalmazásai 0000... 98 
I. Logikai áramkörök, automaták so... vy szvsz iz lsz... 99 
2. Minimalizálási módszerek .......... kever... AI 
3. Relés aramk örök szerkezete é és bonyolultsága véve vaz... 138 
A TIL fejezetben kitűzött feladatok megoldásai ............. 144 
IV. Következtetési szabályok, axiomatizálás 0.0... 2... . lé? 
I. A következményfogalom .....ss sss zzz zzz zzz zzz... TÓT 
2. A kijelentéslogika axiomatizálása 2222 ssss sss... 176 
3. Boole-algebrák .......... kele ra. 188 
A IV. fejezetben kitűzött feladatok megoklásai veve... 1984 
Y. Elsőrendű lorikák és alkalmazásaik 0.000... .2.... 2... 214 
v Relációk és kvantorok s... 214 
2. Modellek. azonosságok, azonosan igaz lormulak, következtete- 
si szabályok ........... vev... 530 
3. Kielégíthetőség. eldöntésprobléma, bizonyításelmélet . .... B44 
Az V. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 2... .... 258 


BEVEZETÉS 


Ennek a feladatgyűjteménynek az a célja, hogy a mate- 
matikai logika legfontosabb alapfogalmaival és alkalmaza- 
salval ismertesse meg az ÖOlvasot. A feladatgyúűjtemény anya- 
ganak megértése nagyon kevés konkrét matematikai előis- 
meretet tételez fel (nagyjából a gimnázium első két osztályá- 
nak matematika-tananyagát]. de a fogalmak megértése, a fel- 
adatok megoldása komoly matematikai érdeklődést és 
absztrakciós készséget igényel. A matematikai logika olyan 
részelt itt nem tárgyalruk, amelyeknek megértéséhez szuk- 
ség lenne a végtelen halmazok számosságával, ill. matema- 
tikai axiómarendszerekkel kapcsolatos ismeretekre. 

A példatár egyes pontjai altalában három részre tagolód- 
nak. A bevezetőben röviden összetoglaljuk a legfontosabb 
fogalmakat, tételeket. Ezek alkalmazásaként gyakorló fel- 
adatok következnek — ezek megoldása közvetlenül a kitüzés 
után következik — majd a pont végén önalló megoldásra 
szant feladatok következnek. A kitűzött feladatok megolda- 
sát minden fejezet végén, egy helyen találja meg az Olvasó. 

A gyakorló feladatok és a feladatok anyagában sok fontos 
elméleti ismeret található. Az 15 előfordul, hogy fogalmak de- 
finicióját, tételek megfogalmazását 15 itt találja meg az Ölva- 
só. Aki a matematikai logika alapjainak rendszeres lelépíté- 
sét akarja megismerni, annak számára fontos, hogy sorra ve- 
gye -és lehetőleg önállóan oldja meg - a gyakorló feladato- 
kat és feladatokat. 

Az azonossagokban - amint azt a tárgyalás során majd 
indokoljuk — mindenhol egyenlőségjelet irtunk. 


A képletek, tormulak, gyakorló feladatok és feladatok szá- 
mozása minden római számmal jelzett fejezetben újra kez- 
dődik. Ha egy formula sorszámára vagy gyakorló feladatra, 
feladatra hivatkozunk, akkor annak a fejezetnek a megfelelő 
formulájáról, gyakorló feladatáról, feladatáról van szó, 
amelyben a hivatkozás előfordul. Ellenkező esetben mindig 
utalunk a megfelelő fejezetre is. 

Könnyebben követhető, a többi rész ismerete nélkül is fel- 
dolgozható részt alkotnak a lfeladatgyűjtemény következő 
fejezetet és pontjai; I. fejezet, II. fejezet I. és 2. szakasz, IV. fe- 
jezet I. szakasz, V. fejezet I. és 2. szakasz. Az elméleti logikai 
ismereteket az I.. II, IV. és V. fejezet tartalmazza ; ez a rész is 
önálló, összefüggő egészet alkot. A III. fejezet a matematikai 
logika műszaki alkalmazásarval foglalkozik. 

Megjegyezzük még, hogy a matematikai logikában -— a 
matematika sok más ágához hasonlóan - nem alakult ki 
egységesen elfogadott jelölésrendszer és terminológia. Ebben 
a feladatgyújteményben a magyar nyelven általában megho- 
nosodott - nagyrészt Kalmár László által bevezetett - termi- 
nológiát használjuk, de esetenként megemlítünk más, újabb 
elnevezéseket is. 


Á szerző 


I. A HALMAZALGEBRA — 
ÉS LOGIKAI ALKALMAZÁSAI 


1. Halmaz, részhalmaz 


A hétköznapi életben, a tudományokban és különösen 
a matematikában nagyon gyakran találkozunk bizonyos 
tárgyak, dolgok, fogalrnak összességével. A matematikában 
ezeket az összességeket halmazoknak nevezzük. A hétközna- 
pi szóhasználatban általában bizonyos közös tulajdonsag 
alapján szoktunk tárgyakat, dolgokat egy csoportba, egy 
halmazba tartozónak tekinteni. A halmaz matematkai fo- 
galmában ez a szempont nem lényeges. Á matematikaban 
egy halmazt akkor tekintünk adottnak, ha tudjuk, mik az 
elemet, azaz bármely dologról meg tudjuk mondani, hogy a 
halmaznak eleme-e vagy sem. Ennek megfelelően kér hat- 
mazt egyenlőnek tekintünk, ha ugyanazok az elemei. Például 
az , Anna" szó betűiből álló halmaz azonos a ,na" szó betűi- 
ből álló halmazzal, ezt a halmazt így 15 szoktuk jelölni: 
id, nt, azaz kapcsos zárójelben felsoroljuk a halmaz elemeit. 
Azt a tényt, hogy az ,a" betű eleme az ja, n; halmaznak, rö- 
viden így jelöljük : 

d E lű, Hj. 


Annak rövid jelölésére pedig, hogy a ,b" betű nem eleme az 
ta, nt halmaznak, a következő jelsorozatot használjuk : 
béla, Hi. 


A kapcsos zárójeles jelölést halmazok megadására akkor ís alkalmaz- 
zuk. ha ténylegesen nem tudjuk. vagy nem akarjuk felsorolni a halmaz üsz- 
szes elemét, például: 


at: H természetes szam, ÜSZHE (00. 


jelöli a 100-nál nem nagyobb természetes szamok halmazát. A termeszetes 
számok véglelen sok elemet tartalmazó halmazának szokásos jelölése 


a 


ÜLT, 2 ...zm o...) 
vagy 


; uj v ; 

- : pg zt. p. g egész 

d 

a pozítív törtszamok halmazát jelölt. 


Ha egy A halmaz minden eleme eleme a B halmaznak is, 
akkor azt mondjuk, hogy A részhalmaza B-nek. Köviden:; ,, A 
része B-nek", és ezt így jelöljük : 


AcB. 


Érdemes megjegyezni, hogy ez a megállapodás egyben azt 15 
jelenti, hogy minden 4 halmaz része saját magának, azaz tet- 
szöleges A halmazra igaz, hogy 4— 4. Ha az A és a B hal- 
mazról tudjuk, hogy Ac B, de 4: B, azaz B-nek van olyan 
eleme, ami nem eleme A-nak, akkor azt mondjuk, hogy 
A valódi része B-nek. 


(Gyakorló feladatuk 


1. Igazoljuk, hogy tetszőleges 4. B és C halmazokra teljesül: 
tiha 4-cBés BOCA akkor 4— B. 
hb! ha 4cB és 8B—-C€, akkor 4c€. 


Megaldas : 


a) A részhalmazfogalom alapján 4z B azt jelent, hogy ha x 5 4. akkor 
re Bis, másrészt tudjuk. hogy 87 A 15 igaz, tehát x € B-ből x z 4 követke- 
zik. Ez azt jelenti, hogy az A és B haltnaznak ugyanazok az elemei, tehát 
4-— B. 

ha Mivel 47 B, tetszőleges x € 4-ról tudjuk, hogy x E B 15 igaz, de HCC 
miatt akkor xe € 15 teljesül. Ez azt jelenti, hogy A minden eleme eleme 
C-nek ís. tehát 4ET. 


2. Jelöljük I 4I-kel az A véges halmaz elemeinek számát. Igazoljuk, hogy 
ha I4]I — 7 akkor 4-nak 2" számú különböző részhaltnaza van! 


Megoldás: 


Először vizsgáljuk az 77 3 eselet, azaz legyen 
4 - [a he. 


Az A összes részhalmazát a következőképpen sorolhanuk fel: 
az üres halmaz: 8. 
egyelemű halmazok : fa, ib]. 
kételemű halmazok: ia, hi. 
az 4 halmaz: fa, b. c. 

A részhalmazok száma: 8. Érdemes észrevenni, hogy az egyes részhalma- 
zokat a következő módszerrel ís kiválaszthatjuk: a halrnaz elemeinek jele 
alá rendre a Ő vagy I számjegyet írjuk. a Ú azt jelölt, hogy a felette állú ele- 
met nem választjuk be a részhalmaz elemei köze, az I pedig azt. hogy az 
elemelt beválasztjuk a részhalmazba. Például az ja, c, részhalmaz kiválasz- 
tását igy végezhetjük : 


né eh. 
I ÜL. 


Ez a módszer adja az ötletet az általános eset vizsgálatához ís. Legyen 
[4I— n és jelöljük e-vel ff z I. 2, .... nyaz 4 halmaz elemeit. Ekkor az 
A — jdr do... a dog halmaznak annyi különböző részhalmazat tudjuk ki- 
választani, ahányféleképpen az elemek alá (-kből és 1-esekből álló külön- 
höző sorozatot tudunk irni. Ez utóbbiak számát könnyű összeszámolni, 
hiszen az n hely mindegyikére 0-t vagy 1-et írhatunk. Így minden helyre kél 
lehetőségünk van, ez összesen 2" lehetőség, ennyi tehát a részhalmazok szá- 
ma is. (Láttuk, hogy 1— 3 esetén ez a szám § :2 27.) 


A 2. gyakorló feladatra érdemes még egy másik bizonyita- 


si módot 15 végisgondólni. Most először azt a speciális esetet 
vizsgáljuk, amikor az 4 halmaz kételemi : 


A — fa bi. 
Ennek részhalmazai: 
an tb] 

4, bt. 


Vizsgáljuk meg. hogyan változik meg a részhalmazok szá- 
ma, ha az A halmazhoz még egy új elemet hozzáveszünk ! 


[] 


a, b, ci részhalmazai között most is szerepelnek az előző 
halmazok, de mindegyikből még egy további részhalmazt 
kapunk, ha az uj, c elemet hozzávesszük : 


És 
tja 
1 B 
ü. bh. ( TT. 


Azt állapíthatjuk meg, hogy ha a halmazhoz egy új elemet 
hozzaveszünk, akkor a részhalmazok száma megduplázó- 
dik. Ebből már következik az állítás az általános esetre is, 
mert egy egyelemű halmaznak nyilvan két részhalmaza van: 
az üres halmaz és maga a halmaz, tehát n— 1 esetén a rész- 
halmazok száma 2—2". Minden további elem hozzávételé- 
vel a részhalmazok száma kettővel szorzódik, tehát a 2 kite- 
vője 1-gyel nő. Ezt a gondolatmenetet egészen pontosan a 
következőképpen lehet megfogalmazni : 


bej 


Í ) 
jé ( la 


I. ha r— 1, akkor a részhalmazok száma 2", tehát a feladat 
allítása n— 1-re igaz; 

I. tegyük fel, hogy az n elemű halmaz részhalmazainak 
szárna 2". és mutassuk meg, hogy ebből az következik, hogy 
az n- 1 elemű halmaz részhalmazainak száma 2"" " . Ez való- 
ban igaz, mert az n elemű halmazhoz egy új elemet hozzávé- 
ve a részhalmazok száma megduplázódik. 

Az I. és II. égyüttesen biztosítják az állítás igaz voltát tet- 
szóleges n pozitív egész szamra, hiszen n—[-re. I. szerint 
igaz, n— 2-re pedig a IN. szerint öröklődik az allítás az n— 1 
esetről, erről n— 3-ra 15 öröklődik, és így tovabb. Ezt a bizo- 
nyitási módot teljes indukciónak nevezik. 

Általában egy természetes számokra vonatkozó A, állítást 
teljes indukciórat a következőképpen igazolhatunk : 


I. megmutatjuk, hogy igaz az állítás n— I-re (esetleg 
n -ú-raj), majd 


II. feltéve, hogy rt-re igaz az állítás, megmutatjuk, hogy eb- 
ból a feltételből következik n-k 1-re is az állítás igaz volta. 
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Az Í. és II. együtt biztosítja, hogy az A, állítás tetszőleges 
természetes szamra igaz. A következőkben többször fogjuk 
használni a teljes indukciós bizonyítási módot. 

Nézzünk még egy példát a részhalmazok körében! 

Az a kérdés lesz vizsgálódásunk tárgya, hogy hány adott 
elemű részhalmaza van egy halmaznak. Kételemű halmaz 
például a f0, 1; halmaz; ennek 1 üres részhalmaza, ? egyele- 
mű részhalmaza van: 107, 1; és I kételemű részhalmaza, 
amely önmaga. Növeljük eggyel a halmaz elemeinek számát, 
vizsgaljuk a 


10,1, 21 
halmaz reszhalmazait. 


1 üres halmaz: A, 

3 egyelemű halmaz: 107, (1; (26. 

3 kételemű halmaz: 10, 14, 10, 25, (1.2. 
l háromelemű halmaz: (0, 1.2. 


Hasonló módon adódik, hogy a (ü. I. 2.31 négyelemű hal- 
maz különböző elemszámú részhalmazar: 1 üres, 4 egyelemű, 
0 ketelemű, 4 háromelemű és l neégyelemű. A könnyebb át- 
tekinthetőség kedvéért írjuk most le egymás alatti sorokba 
az eddig vizsgalt eseteket: 


a halmaz 
elemeinek számu 


a különböző elermszamú 
részhalmazok szárta 


2 I 2 1 
3 1 3 3 I 
4 I 4 641 


Észrevehető szabályszerüséget látunk: a sorban két egymás 
melletti szam összege a következő sor megfelelő eleme. Ezt 
pontosabban tgy fogalmazhatjuk meg mindjárt általánosan: 
az í(n- 1) elemű halmaz k elemű részhalmazainak száma 
egyenlő az n elemú halmaz ík — I) elemű és k elemű reszhal- 


l 3 


mazai számának összegével, azaz a binomiális együltthatók- 
kal felírva: 


rád ELYKRN TAM) 


Gyakorló feladai 


3. "Igazoljuk az előbb megfogalmazott allitast ! 


Megoldas: 


Láttuk, hogy az állítás a - 2-re és 1 - 3-ra Igaz. Az adott n elemű halmaz 
(mivel csak az elemek száma érdekesi legyen ,Ü. I. 2. .-..1—] 1. azni] ele- 
mű halmazt ebből úgy kapjuk. hogy n-et hozzávesszük új elemként. 
A TO. 2... ni; halmaz k elemű részhalmazait a következőképpen számol- 
hatjuk össze. A k elemű részhalmazok közöti először azokat vesszük sorra. 
amelyeknek eleme a, ezek száma annyi, ahány k— b elemű részhalmaz! ki 
tudok választani a (0.1. 2. ....n— 14 n elemű halmazból, majd azokat szá- 
moljuk össze, amelyeknek nem elemé n. Ez utóbbiak száma éppen annyi. 
ahány k elemű halmazt ki tudok valasztani a 1.1, 2... n—l, n elemű 
halmazból. A két szám összege adja a keresett számol, azaz az hr l elemű 
halmaz k elemű részhalmazainak számát. 

A, felirt táblázatot ezek alapján könnyen folytathatjuk ís. a kapotl há- 
romszög alakú számtáblázat az ún. Pasxcul-háromsz ág. 


2. Műveletek halmazokkal 


Halmazok körében műveleteket is végezhetünk. Két 
adott halmaz, A és B egvesítése ( uniója ) az a halmaz, amely- 
nek elemei vagy az A, vagy a B halmaznak elemei, és más 
eleme nincs. A kapott halmazt így jelöljük : 


AU B, 
és egy megadási módja : 


1 


AUB — ix: XEA vagy XEB,. 
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zi fa Ér a — M[--g jú h . 
Például az 4A — (k: k pozitív páros szám! és 
e. I - - " hl Él 
. c B - 1: E pozítív páratlan szám; halmazok egyesítése: 
a pozitiv egész számok halmaza. 


Ket adott halmaz, A és B közös része f merszete ) az a hal- 
maz, amelynek elemei az A és B közös elemei és más eleme 
nincs, A kapott halmazt igy jelöljük : 


á4ácB 
és így adhatjuk meg: 
AnB— (x: XEA és xe Bi. 


a j- r r - ra 1 v . 

Például, ha A jelöli a 3-mal osztható pozitiv egész számok. § pedig a pozi- 
tív páros számak halmazát, akkor AcsB a pozitív, 3-mal osztható páros 
szamok halmaza, tehát a 6-tal osztható pozitív számok halmaza. 


Két adott halmaz, A és B különbsége az a halmaz, amely- 


fék ke emei azok az 4A-beli elemek, amelyek nem elemei 
-nek. 


Jelölése: 
4— B, 
és egy megadási módja: 
4—B— ix: xXeEA és xg BI. 


keki ha A jelöli a pozitív racionális számok halmazát, B pedig az T-nél 
nem sebb racionális szamok halmazát, akkor 4— 8 az 1-nél kisebb POZI- 
ny racionális számok halmaza. § 


Erdemes megemliteni még, hogy a halmazok körében vég" 
zett műveleteket, az ún. halmazalgebrai műveleteket az I.. 2 
3. ábrákkal szemléltethetjük: j 

Az ilyen tipusú ábrákat Venn-diagramnak nevezzük. A 
megfelelő műveleti azonosságok szemléltetésére szintén al- 
kalmasak az ilyen ábrák, hangsúlyozni kell! azonban. ho 
ezek csak szemléltetik, de nem bizonyítják az AZONOSSÁgO- 

at. 


kic 


Két halmaz egyenlőségét úgy igazolhatjuk. hogy megmutaijuk, hogy a két 
halmaznak ugyanazuak az elemet; 
vel4cHioű akkar és csak akkar, ha 
8 xe AB, vagy xe€, azaz 
x e 4. vagy xE B. vagy xeCl. 
Az xs AHBOC I akkor és csak akkor áll lenn. ha 
x c A. vagy xe BGC, azaz 
xE 4. vagy xeE B. vagy xe€. 
Ezzel megmutattuk. hogy a ("1 egyenlőség ket oldalán álló halmaznak 
ugyanazok az elemet, azaz a két halmaz egyenlő. Hasonlóan igazolható az 
a) es h) többi azonossága Is. i 
Mutassuk még meg példaul a c) (1) azonosság érvényességét: 
x c AulBot ] akkor és csak akkor teljesül. ha 
x e A. vagy xe Be( . azaz 
x e A. vagy xe Bés xeű. 
Ezt pedig így ís kilejezhetjük : 
xe A. vagy xe Bés xe A vagy xel. 
Az utoljára kapott összefüggés éppen azt lejezi ki. hogy x elerne az 11] 
egyenlőség jobb oldalán álló halmaznak. tehal a két halmaz valóban 
egyenlő. 
5. Szemléltessük és igazoljuk a következő összefüggésekel : 
at ha 4—€ és BZ( akkor ALBA ( : 
hi ha 4—8éő35 4€(€. akkor AZ ör fr; 
c) ALÁEOA) — A és AT BOA) — A felnyelési szabályk 





Gyakorló feladat 


4. Igazoljuk, hogy 

ép az 4 művelet kommutatív és asszociativ; 

bia s művelet kommutatív és asszociativ; 

c bérvényes a következő két (disztributív) azonosság : tetszőleges 4. 8 és 
C halmazokra 


Il) AGlBSC) —(4oB]jo [(40€] 
(3) AAIBOCI — (AG BJOTAG OO] 


Megaldás: 


Az a ) állítást a következőkeppen szemléltethetjük (4. ábrah: 





Megoldás: 


4. abra 
Az azonosságokat közvetlenül a műveleti delimciók alapján könnyen 
igazolhatjuk. Példaképpen megmutatjuk. hogy az iz művelet Asszociattv. 
Legyen 4, B és € tetszőlegesen adott három halmaz. ázt kell igazolnunk. A bizonyítás Is egyszerű. A feltételekből kövelkezik, hogy ha x E A vagy 
hogy x c B, akkor xe€, tehát 


I ha xe 46 B akkor x e €, vagyis 4 BC€, 
ír) (ABC — AVÍBOCI 


: Matemarikai logika [fi 
ló E 


A b) állítást az 5. abra szemlélteti. 





ane a. abra 


A bizonyítási így végezhetjük el: ha x e A. akkor a feltételekből követ- 
kezik, hogy xe Bés ve C ís fennall. tehát xe H5C is igaz. 

A c) azonosságok közül például az első igy látható be: mivel 
AZAUBSAL ezért elég belátni. hogy a fordított iranyú tartalmazás is 
igaz. Mivel Bo.4c 4, ezért ALÁ HOAIT A ís igaz. 


A halmazalgebra alkalmazása során, de különösen a logi- 
kai alkalmazások során az egyik leggyakoribb eset az, ami- 
kor a szóban forgó halmazok egy rögzített alaphalmaz rész- 
halmazai, és a műveleteket e részhalmazok körében végez- 
zúk. A logikai alkalmazásokban ezt az alaphalmazt gyakran 
, Univerzum" -nak 15 nevezik, és [/-val jelölik. 

Ezzel kapcsolatban érdemes bevezetni a komplementerkép- 
zésnek nevezett egyváltozós műveletet: tetszőleges 4Ac[/ 
halmazhoz az A kompleméntereként az 4 — 17— A halmazt 
rendeljük hozzá. 


Gyakorló feladatok 
6. Igazoljuk a következő azonosságokat: 
ét) AUB — An B: 
h! AB — AB: 


e) ASA — 
d! An 4 — B: 
e) A — A. 


at 





M egüldas : 


Az a ) azonosságot a következőképpen igazolhatjuk : 

x e AGB akkor és csak akkar, ha xg AG B. azaz xg A és x é B, ami pe- 
dig ekvivalens az x E A és x e B feltétellel, azaz az x E Ar B feltétellel, ez pe- 
dig azt jelenti, hogy a két halmaz egyenlő. 

Teljesen hasonló módon igazolható a b) azonosság. 

A c ) azonosságot is hasonló módszerrel igazolhatjuk, de könnyű végig- 
gondolni helyességét a következő módon is. Mivel 4 - (/— A4AjJZÚ és 
AcU, ezért 464c€ U, másrészt ha x e U, akkor vagy xe A vagy xé A És 
ekkar xe A, tehát xe AUA mindenképpen teljesül. Ez azt jelenti" hogy 
UCcAUCA is igaz, tehál a két halmaz egyenlő. 

7. Ha adott az [/ alaphalmaz két tetszőleges részhalmaza, A és 8, akkor 
éz a két halmaz az g alaphalmazt általában négy részre bontja fel , az égyes 
részek a következőképpen fejezhetők ki 4 és B felhasználásával : 


AcB, AnB. AnB és Aa B 


i6, abralk 


a. abra 


a ) Legyenek 4. B és € tetszőleges részhalmazai [7-nak. Állapítsuk meg, 
hány részre bontják ezek az (/ alaphalmazt, és fejezzük ki a kapott részeket 
A. B és € felhasználásával. 


. h§ Legyenek 4, Az. .... A, az U alaphalmaz tetszőleges részhalmazai. 
Állapítsuk meg, hány részre bontják ezek az [/ alaphalmazt, és fejezzük ki 
az egyes részeket A). 4; .... 4, lelhasznalásával. 

Megoldás: 


a ) Az alaphalmazt és az 4, 8. € részhalmazokat a következőképpen ab- 
rázolhatjuk (7. ábraj: 


[9 





7. abra 


Az egyes részeket a következőképpen fejezhetjük ki: 


1. AnBrű, 


b 


An Bal. 
Ar.B5€, 
AnBcC, 
Ar BAC. 
Ar BoC. 
Ar. BoC, 


sazllltn Mt - ML? ENNE ce VS 


An EoC, 

h) A teljes indukció módszerével könnyen látható. hogy az t/ alaphal- 
mazt az Aj. Az os A, H darab részhalmaz 2" részre , vágja Szét", A kapott 
részeket a következőképpen fejezhetjük ki: 

Alo AZÓTA, 
ahol 
(-Ü. 1 (fzl.2....n) és  AfzáA, 41-44. 

Feladatok 

L. Számoljuk össze egy 22-71 elemű halmaz (n 720, egész 
szamj paratlan számú elemet tartalmazó részhalmazait ! 


Z. Számoljuk össze egy 2n elemű halmaz páratlan számú 
elemet tartalmazó részhalmazait! 
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3. Két adott halmaz. 4 és B szimmetrikus diflerenciájának 
nevezzük és 42 B-vel jelöljük azt a műveletet, amelyet így 
definiálunk : 


AZAB — (4— Bj.(B— A). 


Igazoljuk, hogy a 2 műveletre érvényesek a következő 
azonosságok : 
a) AAB— BA A; 
b) (ADBJÁC — AA BO C), 
c) 4A4— NH; 
d) AAH —- 4; 
el) AAlI4ABI— B. 

4. Legyen A és B két tetszőleges halmaz, és jelölje c az 6, 
ri, all. A művelet valamelyikét. Állapítsuk meg, hogy az 
AcX — B egyenletnek melyik művelet esetén van egyértel- 
mű megoldása X-re! 

5. Ha 4 véges halmaz, akkor jelölje IA] az A elemeinek 
szátnát. Igazoljuk a következő azonosságokat! 

4) tetszőleges A és B halmazra: 


[4A6B] — 14AI-- 1 BI[— An8Bt; 
bh) tetszőleges A, B és € véges halmazra: 
[doBOCI - 1416 1816 1€1— [Ar BI-I4ár €[-/ 
—-[ BOCI [AN BO€T. 


6. Általánosítsuk az 5. feladatban szereplő összefüggéseket 
n számú véges halmaz esetére! 

7. A 6. feladatban talált lormula felhasználásával igazol- 
juk, hogy tetszőleges n pozitív egész szamra fennall a követ- 
kező összefüggés: ha n összes különböző primosztól Pi, Pa, 
.... P. akkor az n-nél kisebb, n-hez relativ prim szamok 
szárTa : 


6-6) 


2] 


8. Jelöljön A és B tetszőleges véges halmazt! Igazoljuk, 
hogy 
AS BI — 141] 181— 2] AcBl. 


9. A 3.6) feladat szerint a 5 művelet asszociativ, tehát 
tetszőleges véges számú halmazra értelmezhető a művelet. 
Igazoljuk, hogy az 


ALA Ó LA 


halmaznak azok és csak azok az elemei, amelyek az Aj, A:, 
. . ., A, halmazok közül páratlan soknak az elemei! 

10. Altalánosítsuk a 8. feladatban szerenlő formulát n szá- 
mú véges halmaz esetére! 


3. A halmazalgebra logikai alkalmazásai 


A klasszikus logikának az , osztálykalkulus" vagy a 
, tulajdonságok logikája" néven ismert aga a matematika 
eszközeivel egyszerűen a halmazalgebra egy alkalmazása- 
ként tárgyalható. 

Tegyük fel, hogy kiindulásként adott egy nem üres [/ hal- 
maz (az untverzális halmaz vagy rövtden univerzum) és a 
halmaz elemei értelmezett ft), t., . . . tulajdonságok. Ekkor a 
t, tulajdonság vizsgálatát visszavezethetjük a 


1.— ix:xet és  x  t, tulajdonságú; 


halmaz vizsgálatára. Megfordítva í5 igaz. Az U halmaz T, 
f., . . . részhalmazainak vizsgálata azt jelenti, hogy egyben a 
ta: Aa T, halmaz elemének lenni" tulajdonsagokat vizsgáljuk. 
Az osztálykalkulusban a részhalmazokra az osztály elneve- 
zést szokas használni. Például, ha [/ a természetes számok 
halmaza, akkor a , prímszám", , páros szám", , négyzetszám" 
stb. tulajdonságok vizsgálatát visszavezethetjük a primszá- 
mok, páros számok, négyzetszámok halmazának vizsgála- 
tára. 
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Az osztályok logikájának egyik fő vizsgálati területe az 
osztálykalkulus eszközeivel vizsgálható következtetések 
elemzése. Az ilyen tipusú következtetések közé tartoznak a 
klasszikus logika altal ís vizsgalt kategorikus szillogizmu- 
sok. 


(Gyakorló feladatok 


8. Az osztálykalkulus eszközeivel fogalrnazzuk meg a 

minden 6-tal osztható szám osztható 3-mal, 

minden 3-mal osztható szám számjegyeinek összege osztható 3-mal. 
tehat: 

minden 6-lat osztható szám számjegyeinek összege osztható 3-mal, 
következtetést, és igazoljuk, hogy a következtetés helyes! 


Megoldás: 


válasszuk alaphalmaznak a lermészetes szamok Y halmazát! A követ- 
keztetésben előforduló tulajdonságokat a következő részhalmazokkal jel- 
lemezhetjük : 

P a 6-tal osztható szamok halmaza. 

0 a 3-mal osztható szamok halmaza. 

R azoknak a számoknak a halrnaza. amelyek szamjegyemek összege 
3-mal osztható. Ezeknek a jelöléseknek a felhasználásával a két feltételt a 
premisszákat a következőképpen írhatjuk le: 


Pző és EK, 
a következményt a konklúziót pedig így togalmazhatjuk meg lormáli- 
san (forrmabhzálhatjukl: 

Pa RK. 
A következtetés szerkezetét röviden így jelöljük : 

PcO. 0cREPER 


(oly: FÚ és 9—a R-ből következik PER. 

A két premisszának nyilván következménye a konklúzió, hiszen ezt mar az 
1. b) gyakorló feladatban igazoltuk. A következtetés szerkezetét Venm- 
diagrammal ís könnyen szemléltethetjük (8. ábra) (a bevonalkázott részek 
azt jelzik, hogy a rész üres]. 
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h. abra 


9. Formalizáljuk a következő következtetést és igazoljuk ís helyességét: 
A négyzetszámok utolsó számjegye nem lehet 3. 
Á 63-ra végződő számok utolsó számjegye 3. 
tehát 
a 63-ra végződő számok nem négyzetszámok. 


Megoldás : 


Alaphalmaznak válasszuk ismét a természetes számok halmazat, "-et. 
és a következtetésben előforduló lulajdonságoknak feleltessük meg a kö- 
vetkező részhalmazokat: 

P a négyzetszámok halmaza; 

0 azok a természetes számok, amelyeknek utolsó számjegye 3: 

R a 63-ra végződő természetes számok. 

A két premisszál így formalizáalhatjuk : 


p-zO, Rc8. 
A konklúziót a következőképpen írhatjuk lel szokásos jelöléseink kel: 
ReP. 
Tehát a következtetés szerkezete: PO, RG E ReP, A következtetés 
helyességét könnyen igazolhatjuk. Mivel REG és P-OI. ezért ha x e R, ak- 


kor x € 0. tehát x g P. azaz x c P. tehát RCP teljesül. A következtetési a 9. 
ábrán szemléltettük (a bevonalazoti részek üresek]. 





Gg. abra 


A 8. és 9. gyakorló feladatban targyalt következtetések a 
kategorikus szillogizmusok körébe tartoznak. A kategorikus 
szillogizmuúsok olyan tipusú következtetések, amelyekben 
akar premisszaként, akár konklúzióként a következő alakú 
kijelentések fordulhatnak elő: 

Minden P-€; A típusú; 

Minden F-nem 8; E tipusú ; 

Van olyan PF, ami 0; Í típusú; 

Van olyan P, ami nem €; 0 úpusuú. 

A kigelentéstipusok ban szereplő F, 0 egy U alaphalmazen 
értelmezett tulajdonságokat jelölhetnek. Jelöljük . ugyan- 
ezekkel a betűkkel az [/-nak PF, ill. 0 tulajdonságú elemeiből 
álló részhalmazát. Ekkor az előző négy típusú kijelentés 
szerkezete a következő módon írható le az osztálykalkulus- 
ban: 


B a 

A P-O (10. abra); 
p 8 

E PcO (11. abra); 


l POOAG (12. ábraj; 


OO P-OzB (13. ábra). 


(az ábrán a § azt telenti, hogy a megfelelő rész nemüreslk 

Egy kategorikus szillogisztikus következtetésben mindkét 
premissza és a konklúzió is a fenti négy tipusú kijelentés kö- 
zül kerülhet ki, és a három kijelentésben [/-nak összesen 3 
különböző részhalmaza szerepelhet. Ilyenekre láttunk pél- 
dát a 7. és a 8. gyakorló feladatban. 


Feladatok 


I. Igazoljuk az osztálykalkulus eszközetvel a következő 
tipusú kategorikus szillogizmusok helyességét: 
a) 9-K. PcOr PER; i 
bi 0ceR, PO -HB POR —ü 
12. Döntsük el a következő tipusokról, hogy helyes követ- 
keztetést lormák-e! Ha nem helyesek, egészítsük ki ezeket 
újabb premissza felvételével helyes következtetésekké! 
ap ER, 0acPE PaR 7 h; 
bi! RO z-B  8—-PE POR - A. 


Az I. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 


1. Oldjuk meg először a feladatot abban a speciális 
esetben, amikor n— 2, azaz szamoljuk össze egy haromelemű 
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halmaz páratlan számú elemet tartalmazó részhalmazatt! 
Legyen az adott halmaz :Ú, I, 2; és csoportosítsuk a részhal- 
mazokat annak megfelelően, hogy páros vagy paratlan szá- 
mú elemet tartalmaznak : 


páros paratlan 
A, I, 2], 
0.1, 2) 
0.2; hi 
iL.2f 10. 


Azt tapasztaljuk. hogy a részhalmazoknak pontosan a fe- 
le, tehát 4 részhalmaz tartalmaz páratlan szamú elemet. Esz- 
revehetjük azt ís, hogy mindig össze tudunk párosítani egy 
paratlan és egy páros számú elemet tartalmazó részhalmazt 
úgy, hogy a két halmaznak nincs közös eleme, és egyesítésük 
éppen a teljes halmazt adja. Ez az észrevétel adja az altala- 
nos eset bizonyításához 15 az ötletet. 

Legyen A olyan véges halmaz, amelyre JA] — 2n- I. Jelöl- 
JE Ar Az... 4, az A paratlan, B), B., .... B, az A paros szá- 
muú elemet tartalmazó különböző részhalmazatt. [etszőleges 
A;-hez egyértelműen hozzárendelhetjük az 4— 4; halmazt, 
amely szintén A részhalmaza, és nyilván paros szamú elemet 
tartalmaz, tehát valamelyik B-vel egyenlő. Mivel ha ij 2. 
A; FA; ezért A — A; 4 4— A;,. A páros és páratlan szamú 
elemet tartalmazó részhalmazokat tehát ezen a módon úgy 
tudjuk összepárosítani, hogy mindegyik 4;-nek megfelel egy 
B... és különbözöknek különböző felel meg. Ez azt jelenti, 
hogy számuk megegyezik: k—f! és mivel ktI— 279"! (az 
összes részhalmazok száma), k—2"", azaz az összes részhal- 
mazok fele tartalmaz páratlan számu elemet. 

2. Az előző feladatban alkalmazott módszer itt nem hasz- 
nalható, mert egy páros számu elemet tartalmazó részhal- 
mazt elvéve a 2n elemű halmazból, szintén páros számú ele- 
met tartalmazó részhalmazt kapunk. Helyette a következő 
ötlet segit. Használjuk fel. hogy az előző feladatból tudjuk, 
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hány páratlan számú elemet tartalmazó részhalmaza van 
egy páratlan sok elemű halmaznak. 

Legyen az adott 2n elemű halmaz A — 301, 2. ..., 24— I ;. 
A (2n—1]j-gyel jelölt elem elhagyásával A-ból egy 2n—Il, 
azaz páratlan számú elemet tartalmazó halmazt kapunk. 
Csoportosítsuk ennek részhalmazait, külön a páros számu 
elemet tartalmazókat, külön a páratlanokat. Ezek mind 
részhalmazai 4-nak is, és A többi részhalmazát úgy kapjuk, 
hogy ezekhez hozzávesszük a (2n— l)-gyel jelölt elemet. Így a 
párosokból páratlan, a paratlanokból páros részhalmazokat 
kapunk. Mivel eredetileg ugyanannyi páros volt, mint párat- 
lan, a hozzávétellel 15 ugyanez a helyzet, tehát az A összes 
részhalmazainak szintén a fele páratlan. Tehát 2777! számú 
páratlan sok elemet tartalmazó részhalmaza van 4-nak. 

3. a) Megmutatjuk, hogy a két oldalon álló halmaznak 
ugyanazok az elemei. Tegyük fel, hogy x c 4A B, ez azzal ek- 
vivalens, hogy xe 4 és x £ B vagy xe B és xg A, ez viszont 
ugyanazt jelenti, mint x e BA A. 

Hasonló módon igazolható a 5) azonosság IS. 

A c) igazolásához hasznaljuk fel a A defmiciójat: 
x E 4Z A akkor és csak akkor, ha xe A és x g A, ez viszont 
egyetlen x-re sem teljesülhet, tehát 424 — 8. 

Mivel x e dófakkor igaz, ha x € A és x £ 8, ez pedig azzal 
egyenértékű, hogy x e 4, azaz a d) azonossag Igaz. 

Az e ) azonosságot az előzőkben igazolt azonosságok fel- 
használásával könnyű bizonyítani: 

AS(AA B) (AZA B — AB — BAÁG — B. 

4. Jelölje először az u műveletet, azaz vizsgaljuk meg az 
ACX — B egyenlet megoldhatóságat. Mivel 464X£-nek ele- 
me az A halmaz minden eleme, ezért az egyenletnek csak ak- 
kor lehet megoldása, ha 4 B. Ebben az esetben viszont 
minden olyan X halmaz megoldás, amire teljesül, hogy 


B-4cXeaB 
tehát (az 4-8 eset kivételével) több megoldas 15 van. 
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Ha s a mm műveletet jelöli, azaz az An X — B egyenlet 
megoldhatóságáat vizsgáljuk, akkor nyilván ki kell kötni, 
hogy Ba 4 teljesüljön. Ha ez a leltétel teljesül, akkor minden 
olyan X halmaz megoldás. amire 


H—-X és 
(4— BinX — 8. 


5. a) Az A6B halmaz elemeinek számát megkapjuk, ha 
összeszamoljuk A elemeimek számát, 8 elemeinek számát és 
ezek összegéből levonjuk azoknak az elemeknek a számát, 
amiket kétszer számoltunk, azaz A.B elemeinek a számát. 

b) Az a) feladat megoldásában megismert módon okos- 
kodhatunk. Az AUBOC halmaz elemeinek számánál általá- 
ban többet kapunk, ha összeadjuk A, B és C elemeinek szá- 
mát. Ha az összegből levonjuk azoknak az elemeknek a szá- 
mát, amiket kétszer számoltunk, azaz An. B, AnC és BnC 
elemeinek számát, akkor lehet, hogy kevesebbet kapunk a 
helyes eredménynél, hiszen a mindhárom halmazba beletar- 
tozó elemeket 3-szor számoltuk hozzá, de 3-szor le ís von- 
tuk. Így végül ezeknek a számát, azaz az An8BoC halmaz 
elemeinek számát még hozzá kell adni a kapott eredmény- 
hez. 

6. Az attekinthetőség kedvéért először irjuk fel az össze- 
függést négy véges halmaz esetére: 


[ALVAZJÁAs VAa] — TATA] -HAs 4144 1— 
—-]I4Ajc451—l4Arr4:]— 
—TA4DAal— 4204] - 
—1t4.c44I—tA4Aac 4 ]- 
tTliAÁrrnAacAzs[ Hi4A 4 n Ádar Aa] 
tiAarAar4at—[ÁdirnAarmáAar Aa]. 


. Az összefüggést bizonyíthatjuk közvetlenül azon az úton 
is, ahogy két és három halmaz esetén igazoltuk ezeket. Va- 
lasszunk most egy másik utat is, a teljes indukcióét, amely az 
általános eset bizonyításához is alkalmas módszer ! 

Az AJJAJ U A 044 halmazt két halmaz, az Ap A JUÁA; 
és 44, halmaz egyesítésének tekintjük és felhasználjuk a két 
halmazra már bizonyított összefüggést : 

(1) [AA Az u Aal — [dd Auth] T]Aa— 
— [A [UA Az jr As] 


Az (I) egyenlőség jobb oldalának első tagja a már bizonyi- 


tott, három halmazra vonatkozó összefüggés szerint így IT- 
ható tel: 


(2) TALALJA; — ATA 42141431— Air 4: 
—I A, Az1—l4Aar4zÍ tt 
FIA nAir áz]. 


Az (1) jobb oldalának harmadik tagjat alakítsuk át a hal- 
mazalgebrai azonosságok felhasználásával: 


(34 (4docAuthor]a — (AN AAA ATA 


A (3) jobb oldalán álló alakra ismét alkalmazzuk a három 
halmazra vonatkozó igazolt összefüggést ütt egy-egy hal- 
maznak tekintjük az AjrAs ADA A:DÁA halmazokat], 
és közben alkalmazzuk az ismert halmazalgebrai azonossá- 


gokat: 

(4) Ar rAah (Az Ahol Ar Aa — 
- [áprAu HA Aa [As Aa 
—I A rAzrA4al— [ADATA] — 
CAN Azrael A:nAzrázrásal] 


AI 


lását (4) egyenlőségek jobb oldalát (1]-be helyettesítve 
j g. apjuk a bizonyítandó egyenlőséget. Az általános esetre 
vonatkozó formulát így írhatjuk fel: 


(5) [ALÁZ UA, -dArI4IA2]-4...-4]4,]— 
—(l4Ar 04 [Ar 4z[-k...-HIArr A] 
TIADAz[-k...-HIA rrvA A 
HA LNADAZ[ 4... HA, zONA e 1 VA 
—...4(—I PT IA rázza... 0 AI. 


A Az ee üggés igazolását teljes indukcióval végezhetjük 
hz nH- cselre láttuk, hogy igaz az állítás. Ha feltesszük 
hogy n-re igaz, akkor n-4 1 halmazra a következő módo 
igazolhatjuk : s 

az Apu. UA OApa1 halmazt két halmaz egyesítésének 


tekintjük, és erre a kettő 
sa , öre alkalmaz : : : 
összefüggést : zuk a már bizonyított 


[0] Apu. ALJA nat] — Aga. JAA 
FIA va 1—IrA u . OA JTA nr]. 


A BA egyenlőség jobb oldalát az (1) bizonyításánál követett 
a szer szerint alakítjuk át, az első tagra felhasználjuk az 
(5) egyenlőséget (indukciós feltevés), majd a harmadik tagot 


szmtén atalakítjuk az az e : . 
1 onössügok és az indukció sé 
felhasználásával. ukciós feltevés 


7. A bizonyítást az r— 3 esetre végezzük el, az általános 
cset teljesen hasonló módon tárgyalható. Legyenek n külön- 
böző prímosztói: pi, Pa, Pa. azaz tegyük fel, hogy nH— rét pépet 
(például s 29.3.77) Az n-h ív ori; kiseb 
Tozitív szi se ez relatív prim, n-nél kisebb 
poz számok szamat úgy kapjuk meg, hogy először össze- 

moljuk a pp-gyel vagy p-vel vagy p;-mal osztható. n-nél 
nem nagyobb számok számát, és ezt levonjuk az Össz 
n-nél nem nagyobb számok számából. Jelölje A, a p.-gyel, 


Al 


A; a pa-vel. Az a ps-mal osztható, n-nél nem nagyobb szá- 
mok halmazát; ekkor az 


APJA U Ág 


halmaz elemeinek számát kell összeszamolnunk. Ezt az 35. 
feladatban bizonyított összefüggés felhasználásával számol- 
hatjuk kt: 
[4443 — IATA] 4] 
FIA 5 Aar Az]. 


I I A ; I I 
Az A, halmaz elemeinek száma — . Mivel minden p, szám 


Pa 
osztható p.-gyel, hasonlóan számítható ki 4A:, A; elemeinek 
száma, de az Arc 4: elemeinek száma ís ezzel a módszerrel 
kapható meg: 


H 
lArcA] — —- stb. 
Pifa 


Ennek megfelelően 


Ft FI H H 
IAP JA UA: — tk — AR — — TT TT 
Pi Pa: Pa PiP2 


MH fi Fi 


(2. - 
PiBa  P:Pa  PiPaPa 


Az n-nél kisebb, n-hez relatív prim számok szama tehat: 


H Ft FI H Fi A 


F— —- — -— — — - 


- -kH --—— - 
Pi B; Pa PMPz 05 PiPBs 5F:Hz3 


l l l 
azt (9 
PiP:Pa Pi Pa Pa 





8. Az AÁB halmaznak azok és csak azok az elemei ame- 
lyek az 4 és B halmazok közül pontosan egyiknek az elemet. 
Az AZ B halmaz elemeinek számát tehát úgy számíthatjuk 
ki, hogy a két halmaz elemei szamának összegéből kivonjuk 
a két halmaz közös része elemei szamának a kétszeresét. 

9. Vizsgáljuk először a A műveletet három tagra! A defi- 
nicióból könnyen ellenőrizhető, hogy az 4,A4.A 45 hal- 
maznak azok és csak azok az elemet, amelyek a harom közül 
pontosan egyik halmaznak elemei vagy mindháromnak ele- 
rmei (14. ábral 





A bizonyítást az általános csetre teljes indukcióval végez- 
zük. A feladat állítása n— 2-re igaz. Tegyük fel. hogy az alli- 
tás igaz n halmaz esetére, és mutassuk meg: ebből követke- 
zik, hogy n-- 1 halmaz esetére 15 igaz. 

A 24 művelet definiciója szerint 


(7) xel4 A4 A... BAJZA 41 
akkor és csak akkor. ha 
(8) xe 4 AAA. ZA, vagy XEÁA 


de x nem eleme mindkettőnek. Az indukciós felievés értel- 
mében tudjuk, hogy az AJ 4: A... .2 4, halrnaznak azok és 
csak azok az elemei, amelyek a tagok közül páratlan számu 
halrnaznak elemet. Ezek közül a (8) feltételnek csak azok 
tesznek eleget. amelyek nem elemei 4, , 1-nek, tehat ezekre 


4 kagematikan közik a AA 


változatlanul igaz, hogy az 4, . .., Aa. An: halmazok közül 
15 csak páratlan számú halmaznak elemet. Vizsgáljuk A, 
elemeit! Ezek közül azok, amelyek az A), A2, . . ., A, halma- 
zok közül páros soknak elemei nem elemei az 
4A 44... A, halmaznak, tehát eleget tesznek a (8) felté- 
telnek. Az As 1 halmaznak azok az elemei, amelyek az Ar. 
Az, .... A. halmazok közül páratlan számuúnak elemet, ele- 
mel a APA 42A. .. 2 A, halmaznak Is, tehát nem tesznek ele- 
get a (5) feltételnek. Ezek az 47, . .., A, A... 1 halmazok kö- 
zül páros számúnak elemet Ezzel igazoltuk az állítást. 
A négy halmazra alkalmazott £ művelet eredményét a 15. 
abrán bevonalkázott rész jelzi. 





1] 5. abra 


10. A 6. feladat megoldasaban követett gondolatmenet 
mintájára keressük itt 15 a megoldást. Először egy olyan se- 
gédeszközt igazolunk, ami a 2 és 5 művelet kapcsolatára 
vilagit rá. Megmutatjuk, hogy a a művelet disztributív a 2 
műveletre nézve, azaz 


(46 BC — (ACT BC 


A (9) azonosság igazolása igy történhet: xel(49ő. BinC ak- 
kor és csak akkor igaz, ha xe 4AB és xeC 15 fennáll. Ez 
utóbbi pedig akkor és csak akkor teljesül, ha xeE 4 és xel 
vagy xe Bés xe€ közül pontosan az egyik teljesül. A leg- 
utoljára kapott feltétel azt jelenti, hogy x eleme (3) jobb ol- 


34 ae 


dalának. A A művelet asszociatívitása miatt a (9) AZOrTOssá- 
got így általánosíthatjuk : 


— (ALA BIMAÁO] ÓN HA A OC) 


A 8. feladatban igazolt azonosságot először három véges 
halmaz esetére terjesztjük ki: legyenek A, A2. Az VÉgeS hal- 
mazok, és a 8. feladat azonosságának felhasználásával szá- 
mítsuk ki AZ 422 Az elemeinek számát; 


(11) TALAL AS] — TA Azl 412 MA SAJNA s] 
A (11) egyenlőség jobb oldalát a két halmaz esetére igazolt 
azoncsság és (9) felhasználásával átalakítva ezt kapjuk : 
IA DALBA - 14-14-14 :— 
— MA NAAA lázo 4) t 
HFÁA prnAzráAs]. 


A 6. feladat megoldásában alkalmazott módszerrel teljes 1In- 
dukcióval könnyen igazolható a következő általános for- 


mula : 
ALA AAA. DA AIA As] 4... FIA] — 
— A rr4zl-4 HA ar Aa) 
FAJA Aza 4... FIA 2rvAa- a 0 Aa). 
4 (— Ay TAL NAN DA, ]- 
11. Az a ) feladat egyszerűen igazolható: a c reláció tran- 


zitivitása miatt a PcG és EK prerrusszáknak nyilván kö- 
vetkezménye a Pc R konklúzió (16. ábral. 
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ló. abra 


b) Mivel PnO- A), ezért van olyan x, amelyre x e PnÜ, 
tehát x e Pés x € 0. Ekkor viszont Oz R miatt xeR ts telje- 
sül, tehát POR-x A (17. ábra]. 


17 abra 


ÍZ, a) Szemleltessük először a következtetést (18. ábra)! 
Látható, hogy a POR: premissza igaz voltát biztosító je- 
lölés hiányzik az ábráról. Logikailag végiggondolva azt ta- 
láljuk, hogy a premisszákból annyt következik, hogy 


ÜcPoR. 





I8. abra 


Ab 


Ebből a konklúztóra csak akkor következtethetünk, ha pél- 
dául feltesszük még, hogy (044. E premissza pótlólagos fel- 
vételével a következtetés helyessé tehető. 

h] A következtetés helyes, hiszen ha van olyan x, amelyre 
x e RnG és 0-cP, akkor xe POk 15 igaz, tehát FaK - B 
(19. abra). 


R 19. ábra 
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II. A KIJELENTÉSLOGIKA 


1. A logikai műveletek és tulajdonságaik 


Példaképpen már vizsgáltunk következtetéseket, ezek- 
ben a premisszák és a konklúzió ís kijelentés volt. A kíjelen- 
tések lehetnek igazak vagy hamisak, úgy mondjuk ezt, hogy 
egy kijelentés logikai érréke lehet igaz vagy hamis. A követke- 
zőkben olyan kgelentések körében végzett műveleteket fo- 
gunk vizsgalni, amelyekben a művelet eredményének logikai 
értéke csak komponenseinek logikai értékétől függ. Ezeket 
a műveleteket fogikai műveleteknek nevezzük. A logikai mű- 
veletek tulajdonságamak tanulmányozása megkönnyíti a kö- 
vetkeztetések vizsgálatát. 

A következtetésekbeén csak a kijelentések szerkezetét fog- 
juk vizsgálni, a helyes következtetések a bennük szereplő ki- 
jelentések szerkezete miatt lesznek helyesek. 

A tagadás az egyik legegyszerűbb logikai művelet. Igaz ki- 
jelentés tagadása hamis, hamis kijelentés tagadása igaz. A 1a- 
gadás műveletének matematikai modellje a negáció művele- 
te, ezt az ( és h logikai értékekből álló halmazon, az (i, hi 
kételemű halmazon értelmezzük. A művelet jelölésére a 1 
jelet használjuk, és a műveletet a következőképpen definiál- 
juk : 

A í 14 
(1) i ] Ah 
ht I 

(Gyakran használjuk azt a logikai műveletet is, amikor két 
k gelentést az , és" kötöszöval kapcsolunk össze egy kijelen- 
téssé. Például az , öt primszám és a kilénc négyzetszám" kije- 
lentés az , öt primszam" és , a kilenc négyzetszám " kijelenté- 
sekből keletkezett az , és" művelettel. Mivel mmdkét kijelen- 
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téskomponens igaz, az összetett kijelentés is igaz. Az , és" 
művelet használatát végiggondolva azt találjuk, hogy a mú- 
velet eredményét pontosan ebben az egy esetben tekintjük 
igaznak, minden más esetben hamisnak. Ennek megfelelően 
a művelet matematikai modelljét, a konjunkciót a következő- 
képpen definiáljuk az fi, ht; kételemű halmazon (a művelet 
jele aA]: 


(2) 





Egy tovabbi, szintén gyakran használt logikai műveletet a 
,vagy" kötőszóval fejezünk ki. A ,vagy" kötöszöt többféle 
értelemben is használjuk a hétköznapi nyelvben. Ezek közül 
a matematika számára és logikai szempontból 15 az ún. meg- 
engedő vagy használata a legfontosabb. Például az ,ez a 
szám vagy prímszám, vagy páros szám" kijelentést igaznak 
tekintjük akkar is, ha a szóban forgó szám páros Is és prim- 
szam is, azaz a szám 2. Ennek megfelelően a művelet mate- 
matikai modelljét a diszjunkciót (alternációt) (jele: v] a kö- 
vetkező módon defmialhatjuk : 





(ryakorló feladatok 


1. Igazoljuk a következő azonosságokat: 


ai) AAB sz Ba A. 
bi AvB— BvA. 
ci (45 BJAC — A AÍBAC) 
di (4dv BC — 4víBv€1 
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Megoldás : 


Mindegyik azonosság közvetlenül igazolható úgy, hogy a definiáló ér- 
téktáblázalokat elkészítjük, és észrevesszük, hogy a jobb és bal oldalon ál- 
lo kifejezések értékei sorról sorra megegyeznek. Példaképpen igazoljuk ez- 
zel a módszerrel a c ) azonosságot: 





az Ma. Mm. 2 LÉT Man tr 





mim FS e mm m. 
zám t ZEt gt et MO. e. 





ea tj 
maj 


A táblázat 5. és 7. oszlopa sorról sorra megégyezik. igy a két kifejezés érté- 
ke A. B és C minden lehetséges értékére azonos. 


Egy másik, szintén jól használható módszer azonosságok igazolására 
az, amikor megmutatjuk, hogy a bizonyítandó azonosság két oldalán álló 
kilejezés a változóknak ugyanazokra az értékeire lesz igaz (vagy hamis, mi- 
kor melyiket célszerűbb vizsgálnik [gazoljuk például ezzel a módszerrel a 
d) azonosságol. Ebben az esetben a diszjunkció érléktáblázatát megnézve 
azt látjuk. hogy a művelet eredménye pontosan egy esetben hamis. akkor, 
amikor mindkét tag hamis. Célszerű ezért azt vizsgálni, hogy milyen eset- 
ben vesz fel hamis értéket mindkét oldal. Használjuk a következő rövid je- 
lölést: pl. I41 — 4 jelöh. hogy A értéke hamis. A bal oldalon álló diszjunk - 
ció pontosan akkor hamis. ha mindkét tagja hamis, vagyis [4 v BI — h és 
Jé] 5 A Az [4v B] — 4 csak abban az esetben áll fenn, ha [4] — h és 
LB] — H végeredményben tehát a bal oldal akkor és csak akkor hamis, ha 
[disz IB] 5 [CC] — A. A jobb oldalon álló diszjunkció értéke csak akkor 
hamis, ha l4l— kés [8v€C]— hoazaz]l4]—]81— IC] — kh. Ezzel igazol- 
tuk az azonosságot. 

Erdemes megjegyezni, hogy az ez h. hb) azonosságok szerint a konjunkciú 
és diszjunkció kornmutaliv, a c) és d, azonosságok szerint pedig asszocia- 
ly műveletek. 


2. Igazoljuk a következő azonosságokat: 
a) AA(BvC)Y— 4 A B] v(4 5 €], 
bi AVÍBA5C)—-i4vBjA(4 ve], 


A) 


c) AM(AVB)- A, 
di! Av(i4 a B) — A, 


e€] AAA — A. 
ff AvAz A. 
Megaldas: 


Az a !és b ! azonosságokat disztributívitási szabályoknak nevezzük. Ha 
a helyett a szorzás jelét, v helyett pedig az összeadás jelét írjuk, akkor az 
d) azonosság lyen alaku: 


tá) A-(B-€1-4-B4FA-C, 
a hj azonosságot pedig így . fordíthatjuk le": 
(Di 44B-C -i4-Bji4Ar() 


Ha most 4, 8. € például valós szárnokat jelentenek, . és 4 pedig a valós 
számok körében értelmezett szorzási és összeadást, akkor a (4) azonosság 
igaz, de az (5) azonosság nyilván nem, Ez mutatja a lényeges eltérést a szá- 
mak algebrája és a logikai algebra között. 

Igazoljuk a A) azonosságot taz a ) bizonyítása ennek mintájára könnyen 
elvégezhetők A fi azonosság bal oldala akkor és csak akkor hamis, ha 
[4] — hés Bés C közül valamelyik hamis. A jobb oldal akkor és csak ak- 
kor hamis. hal4 v 8] — ho vagy [4 v CI) — h. azaz A hamis és B és € közül 
valamelyik harnis. 

Á c ) azonosság igazolását i5 ezen a módon könnyű elvégezni A bal al- 
dal akkor és csak akkor igaz, ha 4 igaz Ihiszen ekkor JA v B] — ! ts telje- 
sül Nyilván pontosan ekkor igaz a jobb oldal 15. 

Hasonlóan igazolható a d! azonosság 15. A c 4 és d) azonossagokat szó- 
kás elnyelési szabályoknak 15 hívni. 

Még könnyebb az e / és az f/ azonosságok frövidítési szabaly] igazolá- 
sa: ezek jobb és bal oldala nyilván egyszerre igaz a könjünkeió, ill. a disz- 
jurnkció definiciója alapján. Ha ismét a A jei helyett : Jelet, a v jel helyetti 
z jelet képzelünk, akkor ezt a kél azonosságot úgy fejezhetjük ki, hogy a 
logikai algebrában nincs 1-nél nagyobb krnevő, és nincs 1-nél nagyobb 
együttható sem. 

3. Igazoljuk a következő, negációt ís tartalmazó azonosságokat: 


a) MAAB)z JAY 18, 
b] MAvBiz IBA IB, 


c) TAAA uzi AT, 
e) 1U1A — 4. 
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Megoldás : 


Az a ) azonosság igazoláasakor azt érdemes vizsgálni, hogy mikor hamis 
a ket oldal. A bal oldal akkor és csak akkor hamis. ha [d A f] — i, azaz 
A 1s és B 15 igaz. A jobb oldal akkor és csak akkor harnis, ha "14 és 718 
is hamis, azaz A 15 és B 15 igaz. Ugyanezzel a módszerrel igazolható a b) 
Azonosság Is. 

Az a kés hb] azonosságot De Margan-azonosságoknak ís szokás nevezni, 

A c) azonossag az ellentmondásmentesség logikai eteér formalizálja. Azt 
fejezi ki, hogy egy állítás és a tagadasa nem lehet egyszerre igaz. Bizonyítá- 
sa közvetlenül adódik a negáció és a konjunkció deliniciója alapján. 

A d) azonosság a harmadik kizárásának logikai eltér fejezi ki; azt, hogy 
egy állítás és a tagadása közül valamelyik feltétlenül igaz. Az azonosság 
igazolása a negáció és diszjunkció eelimiciója alapján nagyon könnyen 
elvégezhető. 

Az e ) azonosság, a kettős negáció szabálya szintén azonnal igazolható a 
negáció definiciója -alapján. 


Az eddig vizsgált három logika: művelet — a negáció, kon- 
Junkció és diszjunkció — mellett további két fontos és í(külö- 
nösen a matematikaban) nagyon gyakran használt logikai 
műveletet fogunk most bevezetni: az implikációt (kondicio- 
nális) és az ekvivalenciát (bik ondicionálIs]. 

Az implikáció logikat művelete a ,.ha. .., akkor..." kötő- 
szavakkal kifejezett állítások körében végzelt művelet logi- 
kal modellje. Vizsgáljuk meg, hogyan célszerű definiálni az 
implikációt, ha összhangban akarunk maradni a .,ha. . ., ak- 
kor..." nyelvi használatával. A szamelméletből tudjuk, hogy 
a , Ha a osztója b-nek, akkor a osztója bec-nek" összetett állí- 
tás igaz. Ezen azt értjük, hogy akarmilyen pozitiv egész szá- 
mokat helyettesítünk ís a, b és c helyére, az igy kapott állítás 
mindig igaz lesz. Nézzük meg, hogy milyen esetek lehetsége: 
sek : 

a—2, bz4, c—3;,2 osztója 4-nek" igaz, 
2 osztója 3-4-nek" igaz; 
a—2, b—3, c—4;,2 osztója 3-nak" hamis, 
"2 osztója 3-4-nek" igaz; 
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a—2  h-3, cc 5;,.2 osztója 3-nak " hamis, 
2 osztója 3 -5-nek" hamis. 
Az összetett állítást mindhárom esetben igaznak kell tekinte- 
nünk. Az a negyedik eset, amikor ,.a osztója b-nek" igaz És , a 
osztója bc-nek" hamis, nem fordulhat elő, hiszen akkor ha- 
misnak mondanánk az összetett itéletet. 
Az elmondottak alapján az implikációt (jele: —) a követ- 
kezőképpen definiáljuk : 





Az ekvivalencia az ,. akkor és csak akkor, ha... kapcsolat- 
tal kifejezett művelet logikai modellje. Az. a-b — Ú akkor és 
csak akkor, ha a—0 vagy b— 07 állítás azt fejezi ki tömör for- 
mában, hogy a két összekapcsolt állitás egyszerre igaz vagy 
hamis. Ennek megfelelően az ekvivalencia (jele: c) logikai 
műveletét így definiáljuk : 





Gyakorló feladatok 


4. Igazoljuk a következő azonosságokat: 
a) 46H— 14AvB. 
hi 468 -(4-BJAIHO A 
ci (44 B-C z ASÍB6€) 
d) 4A-4—i. 
e] 44 —L 
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MM egold as 


Az a, azonosság bal oldala akkor és csak akkor hamis. ha JAl-! és 
181 — 4. A jobb oldal akkor és csak akkor hamis. ha [7141—k azaz [4]—! 
és JBl— h. 

A b) azonosság igazolásához készítsünk értéktáblázatot: 


(4— B) 5 (B— A) 
h 
h 


! 





gyom om m[h 


A táblázat harmadik és utolsó oszlopa sorról sorra megegyezik. tehát az 
azonosság fennáll. . j e 

A c) azonosság igazolásához vizsgáljuk meg. mikor hamis a bal oldal! 
Ez l4AA B] - í és JCJ— Ah eselben teljesül, azaz akkor és csak akkor, ha 
141—18BI— és ICI— A. A jobb oldal akkor és csak akkor hamis, ha JAl—i és 
18—0C€1—h, azaz J4l-]B]— i és [1 - kh. Azt kaptuk. hogy a két oldal logikai 
értéke minden esetben egyenlő. . I . . 

A d) és ej azonosságok igaz volta közvetlenül leolvasható a műveleti 
delimiciók ból, 


Feladatok 


I. Készítsük el a következő formulák értéktáblázatát : 
a) JAA MM d14vB)]; 
h) 4-(BOA); 
c) (4-(B-C)J-((4-Bh(40€) 
2, Igazoljuk a következő azonosságokat: 
a) (46BEeC — 4AÁBAOC); 
hb) 46B-—-íÍ(7AvBA( Bv A); 
cl! 4-8B87- 186 14. 
3. Igazoljuk, hogy a következő formulak a bennük szerep- 
lő változók minden értékére igazak : 
a) (4.(4-Bh— B; 
b) ((4-BJA(BOCIJJÍ(40€); 
c) (Av BvOja BA TT1CJA. 
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4. Igazoljuk, hogy tetszőleges a és ő formulák esetén az 
x— B azonosság csak akkor teljesül, ha az xef formula a 
benne szereplő változók minden értékére igaz. (Ázonocsan 
igaz.) 

5. Ha a olyan formula, amelyben a változójeleken kivül 
csaka 1, A, v logikai jelek fordulnak elő, akkor azt az a" 
formulát, amelyet c-ból úgy kapunk, hogy az A jeleket v je- 
lekre,a v jeleket A jelekre cseréljük ki, a duálisának nevez- 
zük. 


CGgyakorlásképpen írjuk fel néhány formula duálísát : 


a: (AvBATTC, gt: [AA B] T€; 
B: AMC (Bv NC) v(BA 10), 

Bt AvrA(BA TCJAÍBv 0; 
TAK (B vi4A 70), 

ver dgAv (BA (Av 701. 


Igazoljuk, hogy 

a) ha z— 86. akkor at— 6"; 

b) ha x azonosan igaz, akkor 71" is azonosan igaz. 

6. Igazoljuk, hogy egy olyan x formula, amelyik csak — 
műveleti jelet tartalmaz, akkor és csak akkor azonosan igaz, 
ha minden változó páros számszor szerepel benne. 


2. Igazságfüggvények, normálforrmák 


Az előző pontban olyan egy- és kétváltozós műveletek - 
kel foglalkoztunk, amelyek az (i, Ah; halmazon vannak értel- 
mezve. A megvizsgált logikai műveletek ismert, gyakran 
használt logikat műveletek matematikai modelljei voltak. 
Vizsgáljuk most ezt a kérdést általánosan ís — elvonatk oztat- 
va a műveletek nyelvi tartalmatól! 


Az fi, hh kételemű halmazon értelmezett, fi, h, halmazbeli 
értékeket felvevő n-változós függvényekkel foglalkozunk ál- 
talánosan is. Egy ilyen függvényt — mivel az értelmezési tar- 
tománya véges halmaz — értéktáblázattal adhatunk meg ké- 
nyelmesen. Azt a kérdést fogjuk megvizsgálni, hogy egy Ily 
módon definiált igazságfuggvény az előző. pontban meg- 
ismert logikai műveletekkel kifejezhető-e, és ha igen, ho- 


gyan. 


Gyakorló feladatok 


5. Fejezzük ki 71, a és v művelettel a következő értéktálttázattal 
definiált kétváltozós f igazságfüggvényt: 





Hegaldda: 


Az értéktáblázatról megfigyelhetjük. hogy az HA. B) értékek között 
csak egy hamis van. a több érték mind igaz. Könnyű ele ez 1083 A 
konjunkció érték táblázata annyiban különbözik ettől. hogy 280 ILT van. 
ott a konjunkcióban i. és fordítva. Ez rögtén adja azt az ötletet, hogy 
f(A, B) így fejezhető ki: 


filA. BY— (4 A BI. 


A feladatnak még egy másik megoldásál 15 megmutatjuk. Úlyat, amely 
nem épít arra a speciális esetre, amit az f függvény deliniciójában észrevel- 
tünk, hanem általános esetben ís jól használható. . ik 

Tudjuk, hogy a diszjunkció akkor és csak akkor igaz, ha jégétttti yi 
tagja igaz. Az f értéktáblázatában három igaz sor van, igy próna ju ve8 
f-et egy három tagú diszjunkcióval kifejezni. Az egyes tagokat onyunk ; 
ákkal fogjuk megadni úgy, hogy pontosan akkor legyenek igazak. amiko 
azt az f-et definiáló értéktáblazat előírja. 


fIA.BY- (AA IByv(7A A B]v(G4 A 718) 


4Ó 


Könnyen ellenőrizhetjük, hogy az f-re kapott két kifejezés értéke A és 
B tetszóleges értéke esetén azonos, 

6. A g háromvaltozós igazságfüggvényt a következő értéktáblázattal 
deliniáljuk : 


HAB €]) 








ZET ara ZET o y- 





escazllitaogzllítám CL a Elle mellé lle öl a 


Köviden azt mondhatjuk : g értéke akkor és csak akkor legyen igaz, ha A, 
B és € közül pontosan az egyik igaz. Fejezzük ki gat "7 A És v segítségé- 
vel! 


Megoldas. 


Kövessük az előző, 5. feladat második megoldásában alkalmazott eljá- 
rást! Ennek megfelelően g-t egy háromtagú ediszjunkcióval akarjuk kilejez- 
ni. hiszen y értékei között három i van, Az egyes igaz soroknak megfelelő 
konjunkciós tagokat a következő módon építjük fel: amelyik változó érté- 
ke igaz, azt negálatlanul, amelyik hamis, azt negálva vesszük be koönjunkci- 


és tagnak. Ekkor a kapott konjunkció csak pontosan a megadott értékek- 


re lesz igaz, g értéke pedig a három diszjunkciós tagnak megfelelően pon- 
tosan három esetben lesz igaz. 


AA. B CI (AA TTBA TOJVA A HA TC 
st ]4A 184 €1 


Az előző két gyakorló feladat megoldásakor alkalmazott 
módszer általános esetben is jól használható. Érdemes észre- 
venni, hogy ezzel igazolni is tudtuk : tetszőleges igazságfügg- 
vény kifejezhető negáció, konjunkció és diszjunkció segítségé- 
vet. Azt 15 hozzátehetjük, hogy az a formula, amivel az érték- 
tablázattal megadott igazságfüggvényt ki tudjuk fejezni, a 
következő módon épül fel: olyan konjunkciók diszjunkciója, 
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amelyekben minden konjunkciós tag vagy egy változó, tagy 
egy változó negáltja, és minden diszjunkciós tagban minden 
változó előfordul vagy hegálva, vagy negdálatlanul (ugyanaz a 
változó egy konjunkcióban csak egyszer szerepel, és nincs 
két olyan diszjunkciós tag, amelyek csak a változók sorrend- 
gben különböznek). Az ilyen tulajdonságú formulákat teljes 
diszjunktiv normálformáaknak nevezzük (rövidítve: t. d. n. Í.]. 

A t. d. n. f.-nak megfelelő (duális! fogalom a teljes kon- 
junktív . normálforma (t.k.n.f.). Egy formuláról akkor 
mondjuk, hogy teljes konjunktív normálforma, ha olyan disz- 
funkciók konjunkciója, amelyekben minden diszjunkciós tag 
vagy egy változó, vagy egy változó negáltja, és minden disz- 
junkciós tagban a formulában szereptő minden változó — negál- 
va vagy negdlatlanul — pontosan egyszer fordul elő, és nincs 
két olyan konjunkciós tag, amelyek csak a változók sorrend- 
jében különböznek. 


Gyakorló [eladatok 


7. Írjunk fel olyan t. k. n. [.-et, amely a következő értéktáblázattal deli- 
niált igazságfüggvényt fejezi ki: 


A HA, B, C) 
i i 
i h 
i h 
i i 
h h 
h i 
h i 
h i 





Megoldás: 
Tudjuk, hogy a konjunkció akkor hamis, ha valamelyik tagja hamis. 


Így az értéktáblázatban három hamis sorának megfelelően három kon- 
junkciós tagunk lesz. 
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Az egyes konjunketős tagokat alkotó diszjunkeciókat úgy keil felírni, 
hogy a megfelelő tag hamis legyen. a díiszjunkcióról pedig tudjuk, hogy 
csak akkor hamis, ha minden tagja hamis. Az elmondattak alapján a H 
függvényt így írhatjuk fel t. k. n. f. segitségével: 


MA B CI—-(74Av 1BvOAT TA v Av T0JA 
Al4Av 18v"1€]. 


8. Az előző fejezetben bizonyított azonosságok felhasználásával alakít- 
suk t. d. n. Í.-vá a következő formulákat: 


al! 4A—-(BoC)I: 
bi A—-cíB— 4) 


Megoldás: 


Az a ) formula atalakításakor először használjuk fel azt, hogy az impli- 
káció kifejezhető negáció és diszjunkció segítségével id. a) gyakorló fel- 
adat! : 

A (Bal) 14vt1Bv€1 


Meg azt kell elérnünk, hogy minden diszjunkciós tagban mindhárom 
változó szerepeljen vagy negálva, vagy negálatlanul. Ehhez a 3. d ) azonos- 
ságot használjuk fel. valamint azt a tényt, hogy az / logikai értéket köon- 
junkciós tagként hozzávéve a formulához, nem váliozik meg az értéke: 


TJA4AvTHvT ÍJ AAABv ABBA v 10 

vfA4Av T1A4jJA IBAIC v TC v(lA v TAJA 

a (Bv 1BjA€]1. 
A kapott formula átalakítására a disztributrvitási szabályokat és egyéb, 
mar bizonyított azonosságokat használjuk lel (például A v A — Ai. 

vegül a következő t. d. n. f.-hez jutunk : 

[ddoA]ATh [TA A BA TCIv 

v[dA4ATTBAC I v[ dd BA TC yv 

v[dr A BACIv(AA TIBA TCIÍv 

v[4A BACI 
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A bh) formulában először az implikáció műveleteket írjuk át konjunk- 


ció, diszjunkció és negáció felhasználásával a d.a) azonosság ismételt 


alkalmazásával: 
4-(B64)j— 1Av 1BvA. 
Az a ) feladat megoldásában alkalmazott módszerrel most kiegészítjük 


az egyes diszjunkciós tagokat úgy, hogy minden tagban minden változó 
szerepeljen vagy negálva, vagy negalatlanul: 


JdAv TBvA zífdg4A(Bv IB) vű4Av 1A)aA 7ölv 
viA (Bv TB). 


Ezutan a disztributívítási szabály és az A v A — A rövidítési szabály alkal- 
mazasával a következő t. d. n. £.-t kapjuk : 


[ddoccAuUthA A TBI VÁA A BÍVI4A A TB] 


A kapott t. d. n. f.-nak négy tagja van, az összes lehetséges tag szerepel 
benne. Ez azt jelenti, hogy a formula értéktáblázatának minden sorában i 
érték áll, azaz a lormula azonosan igaz. 


Az előző két gyakorló feladatban alkalmazott módszer ál- 
talánosan 15 használható. Tetszőleges olyan formulát, amely 
változókból, a "1, A, v, —, e műveletekkel épül fel, 
t. d. n. f.-vá alakithatunk az előző fejezetben bizonyított azo- 
nosságok felhasználásával. Abban az esetben kapunk üres 
t. d. n. f.-et (olyat, amelynek egy tagja sincs), amikor a kérdé- 
ses formula a benne szereplő változók minden értékére ha- 
mis. röviden, azonosan hamis. Ha a formula azonosan igaz, 
akkor a t. d. n. f.-ban az összes lehetséges tag előfordul, azaz, 
ha a formula n-változós és azonosan igaz, akkor a t. d. n. f.- 
jában 2" tag van, hiszen a formula értéktáblázatának ?" sora 
van. 

Hasonlóan látható, hogy bármely formula t.k. n. [-ra 
hozható. Az azonosan igaz formula t. k. n. f.-ja üres, az azo- 
nosan harnis, "1-változós formula t. k. n. f.-jában pedig az 
összes lehetséges 2" tag szerepel. (Formulák azonosan igaz, 
vagy azonosan hamis voltának eldöntésére más eljárásokat 
Is használnak ; például az analitikus táblázatok módszerét.) 
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Gyakorló feladat 


9. Hozzuk t. k. n. f.-ra a következő formulákat: 
ap at4-Bat18a ah; 
h] (4 vBji-i4AvBvűk 


Megoldás: 


a) A §. gyakorló feladatban alkalmazott módszert követve, alakítsuk át 
először a formulát úgy, hogy csak 71. A és v legyen benne: 


At(4— Bja( 18-14 - 
z HÍ T(TAv BÍviBv 14) 
Ezután alkaltmazzuk a De Morgan-azonosságot, és a disztributivitási sza- 
bályt: 
-i dr 14 v BvíBv 14h— 
— ((4 A 18jv Bv 74) — 
(14 vB)A TB Aa A. 


Már csak azt kell elérni, hogy minden könjünkciós tagban minden változó 
szerepeljen inegálva vagy negálatlanul]. Ennek eléréséhez használjuk fel, 
hogy [44 141— kh és a hamis diszjunkeiós tagot barmely lormulához 
hozzákapcsolhatjuk, a formula értéke nem változik. 


[04 v B]At(4A A TA)v TB]JA[(A v (BA AB 
z([g7A4AvHhaláv 1BjJa[gá4v TB] A(4 v Al. 


Az összes lehetséges tag szerepel. tehát a formula azonosan hamis. . 
A b) feladat megoldásához hasonló módszerrel juthatunk el. Fejezzük 
ki az implikációt negáció és diszjunkció segitségével: 


(A v Hjai4Av Bv(])— 
—z ""(A4Avölv4AvHvl. 
A kapott formulára alkalmazzuk a De Morgan-azonosságot 


J(Av BA BC -ÍTAA TBI VvAv Bel. 


a] 
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A disztributivitási szabály alkalmazásával a következő formulához jutunk : 


MTA VAh Bv OJA(4v(1BvBjvű 


Mivel [/ddvAU)Ut if és egy olyan diszjunkció, amelynek egyik tagja igaz, 
igaz lesz, a kapott t.k.n.f üres, egyetlen tagot sem fog tartalmazni. 


Még néhány kétváltozós igázságfüggvényt vizsgálunk meg, 
olyan függvényeket, amelyeknek érdekes gyakorlati alkalma- 
zasai vannak. 

A hétköznapi használatban elég ritkán szerepel az a logikai 
művelet, amit a , sem. .., sem, .." logikai kapcsolószavakkal 
fejezünk ki. Ennek matematikai modellje a sem-sem művelet 
(jele: J). 

. Ezt a műveletet a következő értéktáblázattal definiálhat- 
juk szabatosan : 





í i 
i h 
h i 
h h 


A mindennapi használatban van a , vagy" kapcsolószónak 
egy olyan értelme is, amikor azt fejezzük ki vele, hogy két 
állítás egyszerre nem lehet igaz, minden más eset előfordul- 
hat. Ezt modellezi az úgynevezett Sheffer-féle művelet (jele: b. 
amelyet így defiriálunk : 





A B AlB 
Í i h  h 
i A i 
Ft i b 
A A Í 


Végül azt a logikai műveletet fogjuk modellezni, amelyet 
a hétköznapi nyelv szintén a , vagy" szóval fejez ki, ahol a 
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,vagy"-ot most választó értelemben értjük. Ez a művelet az 
antivalencia vagy más néven a modulo 2 vett összeadás. 
A művelet (jele: 3) definiciója : 





i i h 
i h i 
Át i i 
A 4. fi 


A következő gyakorló feladatokban a most bevezetett há- 
rom művelet tulajdonságait fogjuk megvizsgálni. 


Gyakorló feladatok 


10. Fejezzük ki a ]. - és b műveleteket a 7, a, v műveletek felhaszná- 
lásával. 


Megealdas . 


A. ] műveletet definiáló értéktáblázatról könnyen leolvasható, hogy ér- 
vényes a következő azonosság: I 
ALBz (A vBl 


A [ művelet értéktáblázatát vizsgálva. hamar észrevehető, hogy az a 
konjunkció negációja, tehát: 


A[B — "14 A BI. 
A 63 művelet — az egyik elnevezés ís érre utalt - az ec tagadása: 
ABB z TAB 


A €h műveletet ennek alapján már könnyen kilejezhetjük 71. A és v 
segítségével: 


ABB — J((4— B] A (B— AJ) — 
— Tí[ 14 v Ba (18 v Ahh — 
zíi4da 18jviBA 14 


1. Igaz-e, hogy a ]. és 6 művelet kommutativ és asszociativ ? 
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Megoldás: 


Vizsgáljuk meg először a kommutatívitást! A műveleteket definiáló ér- 
téktátlázatokról közvetlenül leolvasható, hogy az 4 és 8 változók szerepe 
szimmetrikus, tehat mindhárom művelet kommutatív, azaz érvényesek a 
következő azonosságok : 


A1lB—-B]A: 
AIB  B]A: 
ABB - BG A. 


Áz asszociativitás már nem minden műveletre lesz igaz: 
(ALBIC 4 AI(B]€), 


mert hal 41—[8$1— 7 és [C1- 4 akkor a bal oldal igaz. a jobb oldat hamis 
értéket vesz fel. Hasonlóan lálható. hogy 


(AjBjlC za AT(8]€, 
például ha 141—18]1— 8 és [CI] i. akkor 
KAIBJCI—-k és FAJ(B[O]—-i 


A ep művelet asszociativilását igazoljuk úgy, hogy értéktáblázatot ké- 
szitünk : 


(ADHAT 







AGHBROCI 


I 
f1 
FI 








tunt önt nai atni 





--— og om tm mm. ma. ma. mi. 
ÉT. ma ÉRT ba ÉRT TT a 


eni 


A kapott értéktábláazat ötödik és hetedik cszlopa megegyezik. tehát ér- 
vényes Az 


(ADPBGC — ABBA C] 


AZONOSSÁ E. 
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12. Igazoljuk a következő azonosságokat: 
a) A]lB7- G(d4A[ 18]: 
bd Al8—- (14) 18]: 
cl 4A(BRC)]—(4 A BRIA A €]: 
d) AvB— ABBA(A A BI. 


Megoldas: 


Az a ) azonossag igazolásához használjuk fel a 10. gyakorló feladatban 
bizonyitott azonosságokat, és a De Morgan-azonosságot. A bal oldal így 
alakítható at: 


A4A]B-— i(4v B 


A jobb oldalból a következőt kapjuk : 

A6TA[787—- af araá a 18) - (4 va 
A két oldal azonos átalakításával kapott lormulak megegyeznek, tehát az 
AZONOSSÁK ÉTVÉNYES. 


A f.) azonossag igazolása pontosan ezen az úlon történhet. A bal oldali 
alakítsuk át először: 


AIB— (As B) 


A jobb oldal átalakításával ugyanezt a formulát kapjuk : 
Aaig4] 1Bj—- 16 d 1A4Av 18) — "AA B]. 


A, c ) azonosság igazolásához vizsgáljuk meg, mikor igaz a jobb, il. a bal 
cldal. A bal oldal akkor és csak akkar igaz, ha [d] i es IBBElI s zi. azaz 
[81—i és]€1l—h vagy [8] hes [e] 5. 


A jobb oldal a § művelet definíciója szerint csak akkor igaz. ha 
147 8]—iés[4AC]— h vagy [daA] o hés [46 €1— ír ami akkor és 
csak akkor teljesülhet. hal4l- rés B. valamint € közül egyik igaz, másik 
hamis. 


Az azonosság kelt oldalán álló formula a változóknak ugyanazokra az 
értékeire lesz igaz, tehal az azonossag érvényes. 


A 
Ki 


Feladatok 


7. Fejezzük ki konjunkció, diszjunkció és negáció segítsé- 
gével a következő igazsagfüggvényeket; 

a) f(A, B, C) — i akkor és csak akkor, ha A, B és C közül 
pontosan két változó értéke igaz; 

b] a( A, B, C) — i akkor és csak akkor, ha 4, Bés C közül 
paratlan számú logikai változó értéke igaz; 

c) HA, B, C, D) — h akkor és csak akkor, ha pontosan 
egy logikai változó értéke hamis, egyébként igaz. 

8. Írjuk fel az összes lehetséges kétváltozós igazságfügg- 
vény értéktáblázatát, keressük meg az eddig definiált műve- 
léteket és fejezzük ki az összes függvényt "T, A és v segítsé- 
gével! 

9. Az 5. feladatban deliniáltuk egy x ícsak "1, A és v mű- 
veleti jelet tartalmazó) formula x" duálisát. Keressünk össze- 
függést x és x" t. d. n. f.-ja és t. k. n. f.-ja között! 

10. Igazoljuk, hogy mmden tgazságfüggvény kifejezhető 
olyan formulával, amelyben csak 

da) "1és A; 


bi "Tés v; 
cd [; 
d) 


műveleti jel szerepel! 
11. Igazoljuk a következő azonosságokat: 


a) (ALBI(AJO A 74I(B]C) 
h) (ALBJI(ALC)- 71A4[(8]0) 


3. Az igazságfüggvények néhány fontos osztálya 
Az előző pontban már bevezettük az igazságfüggvé- 


nyek fogalmát, megvizsgáltuk néhány egyszerű tulajdonsá- 
gukat. A következőkben ezeknek a függvényeknek további 


Ah 


fontos tulajdonságait fogjuk megvizsgálni, és foglalkozunk 
az n-változós igazságfüggvények néhány alapvető osztalya- 
val. Ezeknek az osztályoknak az igazságfüggvények alkal- 
mazásaiban ís fontos szerepük lesz. 

Ebben a fejezetben, mrvel a lő szempont a függvények tu- 
lajdonságainak vizsgálata, a változókra az xy. X.. . .. Xn Jelö- 
lést hasznaljuk. 

Azt mondjuk, hogy az f n-változós igazságlüggvény lénye- 
gesen függ az x, (1 Si£n) változától, ha 


f(xa 41 ag AA p— Ja h, Ajka: 24 a X.] jen az 
Fk fix ata XX, — j" , Xr4ls a. ag xX.]. 


Ha ez nem teljesül, akkor azt mondjuk, hogy az x; fiktív vál- 
tozója f-nek. 


(Gyakorló feladatok 


13. Adjuk meg az Összes 

ap nullaváltozos, 

hi egyváltozós. 

ch n-változós 
igazságfüggyények számát! 


Megeldas 
a) Két nullaváltozós igazságfüggvény van: 
htEzh és /Ei 


h) Négy egyváltozós logikai lüggvény van, mert azt kell összeszamol- 
nunk, hogy az 





táblázatban a két üres helyre hányléleképpen írhatjuk be az ! és A értéke- 
ket. Nyilván mindkét helyre két lehetőségünk van. ez összesen 2-2 - 4 kuú- 
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lönböző függvényt ad. Ezek közül kettő a már a 1-ban felirt konstans / és 
konstans b lesz fezek nyilván nem függenek lényegesen x-től, hiszen ezekre 
fHn— fiki. Ha az első sorba í-t. a második sorba k-t írunk. akkor az 
f.(x)- x identitasfüggvényt kapjuk. Végül, ha az első sorba h-t, a 2. sorba 
1-1 írunk, akkor megkapjuk a már ismert f(xj— 1.x függvényt. 

04 AZ n-változós igazságfüggvény értelmezési tartormánya -. az Összes H 
hosszúságú :, kh sorozatok halmaza - 2" elemből áll, azaz a függvény érték- 
táblázatának 2" sora van. A függvényértéket minden sor végén kétfélekép- 
pen lehet megválasztani, tehát az n-változós igazságfüggvények száma 27" 

Érdemes észrevenni. hogy ez már viszonylag kis r értékek esetén is na- 
gyon nagy szám, pl. 





3214294 967 106 


2 
3 
d [ 16 165536 
5 
ól ód]zb.84d.10 


14. Határozzuk meg azoknak a 

a: kétváltozós igazságfüggvényeknek a számát, amelyek mindkét válto- 
zóguktól lényegesen függnek : 

hb. háromváltozós igazságfüggvényeknek a számát. amelyek mindhá- 
rom változájuktól lényegesen függnek ! 


Megoldas, 


al Az összes kétváltozós függvények száma 16. Ezek között van a kél 
konstans lüggvény, azután (ha a változókat x, és xv, jelöli) XI. TX. Xs 
"1x,. ez a 6 lüggvény nem függ lényegesen mindkét változójától. Azoknak 
a kétváltozós függyényeknek a száma tehát. amelyek mindkét változáójuk- 
tól lényegesen függnek, legfeljebb 16—6 — 10. Könnyen ellenőrizhető, 
hogy valóban mind a 10 függvény mindkét változójától lényegesen függ. 

hay A háromváltozáós esetben már más módszerhez célszerű folyamodni. 
ht az összes háromváltozóás igazságfüggvények szárnából keli levenni 
azoknak a számát, amelyek csak kettő, egy vagy pedig nulla számú válto- 
zötől függnek lényegesen. Jelölje F, azoknak az n-változós függvényeknek 
a számát, amelyek mind az n változájuktól lényegesen függnek. Ekkor F , 
értékét az előző gondolat alapján így számíthatjuk ki. 


Da (3 3 
PF, 7 2 — 2 F , — I F,—F,, 


8 


ahol általában ú jelöli az n elemű halmaz k elemű részhalmazainak szá- 
mát Il. I. fejezet I. szakasz 3. gyakorló feladatak Az F, értékét azért kell a 
(5) szárnmal megszorozni, mert a három változó közül ennyiléleképpen 
tudjuk kiválasztani azt a kettőt, amelytől lényegesen függ a függvény. 
Ugyanilyen ak miatt kell F, értékét a í) számmal megszorozni 

Ennek alapján F, értékét már könnyű meghatározni: 


FosF,—2 az aleredménye alapján F, — 10. Az 1. fejezet 3. gyakorlatá- 
ból tudjuk. hogy 


6-0 
2 l 
tehat 
F., z 256—530—6—2 — ZI8. 


A már ismert kétváltozós Függvények jelölésére bevezetjük 
a következő jeleket: 


V — s 
NE Íg 
ta — fr 
a — f,. 
1 - Ja 
I — fos 
B —- fa 


A 2. pontban megmutattuk, hogy az fa. fs és fe függye- 
nyek segítségével a táblázattal megadott minden igazság- 
függvény — az azonosan hamis függvény, azaz az f, Müggvény 
kivételével - kifejezhető t. d. n. f. alakban. Ugyanezekkel a 
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függyvényekkel az összes igazsaglüggvény az f, függvény ki- 
vételével t.k. n.f. alakjában í5 kifejezhető. Megvizsgáljuk, 
hogy ezek az eredmények hogyan általánosíthatók, és egyik 
fő célunk lesz olyan függvényrendszerek felkutatása, ame- 
lyek segitségével az összes igazságfüggvény kifejezhető. 
Ezeknek a vizsgálatoknak az előkészítésére togjuk tanulmá- 
nyozm az n-változós igazsagfüggvények néhány speciális 
osztályát, 
Azt mondjuk, hogy az f n-változós igazságfüggvény meg- 
örzi a h logikai értéket, ha igaz a következő egyenlőség: 


f(h,h,..., kh) — h. 


Jelölje K, az ilyen tulajdonságú függvények osztályát! 


(Gyakorló feladatok 


15. Állapítsuk meg, hogy az f), f.... fia függvények közül melyek ele- 
mei a K, osztalynak! 


Megaldás : 


A függvények értéktablázatát kell csak megvizsgálnunk. Ennek alapján 
azonnal! adódik az eredmény ; 
fadav far dor fa 


tartoznak bele a K, osztályba. 


16. Határozzuk meg azoknak az n-változós lüggyényeknek a számát. 


amelyek elemei a K, osztálynak! 


Megaldas : 


Egy H§-vállózós függvény ertéktáblázatának 2" sora ván II. 13. gyakorló 
feladatot A sorok közül egy sor a csupa A-t tartalmazó sor értékét ír- 
juk elő akkor, amikor kikötjük, hogy itt a függvény érték 4 legyen, a többi 
nem K,-bDa tartozó 1-változós függvény itt i értéket vesz fel. Az összes "1-vál- 
tozós függvények fele tartozik tehát a K, osztályba, azaz összesen 27"! 
függvény. 
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Azt mondjuk, hogy az f n-változós függvény megőrzi az i 
kontstanst, ha teljesül a következő egyenlőség: 


fűiyi,..., EL 


Jelölje K; az ilyen tulajdonságú függvények osztályát! 


(Gyakorló feladatok 


h7. Állapítsuk meg, hogy az f,. fő... fin függvények közül melyek ele- 
mer a K, csztálynak ! 


Megoldás: 


A 15. gyakorló feladat megoldásához hasonlóan. elég a függvények ér- 
téktáblázatát megnézni. Azt kapjuk, hogy az 


fafa fs das fa fa 


függyények elemei a K, osztálynak. 


18. Határozzuk meg a K; osztályba tartozáa r-változós függvények sza- 
mat! 


Megoldás: 


A ló. gyakorló feladat gondolatmenete alapján ilt ís azt kapjuk, hogy az 
összes H-változós függvények fele, tehát 


lle I 
függvény tartozik a K, osztályba. 
A dualttás fogalmát n-változós igazságfüggvényekre Is ál- 
talánosíthatjuk. Azt mondjuk, hogy az n-valtozós f függ- 


vény dudlisa az n-változós f"? függvény, ha bármely, az i, h 
logikai értékekből álló Éxy, . . ., x,) 1-esre 


F(X X2 rra X—  TÉÉNX6s s TX 


ől 


Egy n-változós igazságfüggvényről akkor mondjuk, hogy 
önduális, ha önmaga duálisa, azaz minden (X/, . . ., Xn]-esre 


(4) fen er x) -— ATÜ1Xi 7." TX.) 


Jelölje U az önduális függvények osztalyat! 


Gyakorló feladatok 


19. Állapítsuk meg, hogy az fp, fs... fa függvények közül melyek ele- 
mer az L! osztálynak! 


Megoldás: 


A definició alapján ellenőrizni kell mind a H függvényről. hogy öndua- 
lis-e vagy sem. Az f, és /, függvények nyilván nem önduálisak. Mivel 


x — "1Íüxt és 


ax z 1 1 i1xh 


az /, és f, függvények önduálisak. Az f, és fo v és a kfüggvényekről 1uJ- 
juk. hogy egymás duálisai, tehát biztosan nem önduálisak. Az Én. Ég fa 
fin fia függyényekre felírva a megfelelő azonosságokat, azt találjuk, hogy 
egyik sem érvényes, tehát ezek között sincs önduális. Erdemes meg észre- 
venni. hogy f. és / , egymás duálisai, azaz érvényes a következő azonos- 
ság: 


xpax; z (ax B1x] 


MI. Határozzuk meg az n-változós önduális igazságfüggvények számat! 


Megoldás: 


Megint abból induljunk ki, hogy az H-vállozós függvény értéktáblázatá- 
nak § sorat hányféleképpen tudjuk kitölteni arra ügyelve, hogy a (4) össze- 
függés igaz legyen. A id) alapján világos, hogy a táblázat sorainak felét tud- 
juk szabadon megadni, hiszen ha egy [x. . . -. x,) helyen előírtuk a függvény 
értékét, akkor a (4) egyenlőség alapján af 1.x,. ..-. 1.) helyen felvett érté- 
ke már egyértelműen adott. Így tehát 277" sort találhatunk ki szabadon. 
azaz az n-változós önduális függvények száma: 


azt I 


Az n-változós f igazságfüggvényt lineáris függvénynek ne- 
vezzük, ha előállítható az 


(5) F(X... X4)— cgBerxy B... Be 


alakban, ahol cx; a ([c,axj) formula rövidítése (fe. 
s I. 2, ..., H) ÉS Ca, Ci, ..., Cnaz tés h értékek valamelyikét je- 
löl Az elnevezés onnan ered, hogy a A sok tekintetben ha- 
sonlít a számok körében értelmezett szorzásra, 6 pedig az 
összeadásra. (Ez a hasonlóság még nyilvánvalóbb, ha az i ér- 
tékét 1-gyel, a A értékét 0-val jelöljük. Hasznos gyakorlat- 
ker javasoljuk a függvény megfogalmazását 0 és ! értékek- 
el 15!) 
Jelölje L a lineáris igazságfüggvények osztályát! 


Gyakorló feladatok 


21. Állapítsuk meg. hogy az f,, f.. .... fa lüggyények közül melyek ele- 
mei az L osztálynak! 


Megoldás: 


Vizsgáljuk végig az egyes függvényeket, hogy előállíthatók-e a kívánt 
alakban! Az f,. f, függvények a c, — 7, ill. a c, — h választással megfelelnek, 
tehat ezek hneáris függvények. 


fh) — x — köbix, 
f(x) — ax —igix 


allítások megfelelnek az (5]-nek. 

AZ fs. fia kétváltozós függvényeékről tudjuk, hogy mindkét változó- 
Juktól lényegesen függnek. Ezért a kétváltozós lineáris függvények (51 ala- 
kú előállításában, a 


céhe, re, Bc,xI 


formulában ec,—-c, —i lehet csak, hiszen hx—hk. Másrészt tudjuk, hogy 
ix s x, tehát azt kell megvizsgálnunk. hogy a 


(ú)  eBx xx; 


alakú formula milyen függvényeket állít elő. [-bből már az értéktáblázatok 
alapján könnyen eldönthető, hogy ez c, —i esetén az x,-—rx, formulával, 
cg zh esetén pedig az x, Bx. formulával azoncs. Azt kapjuk téhát, hogy a 
felsorolt függvények közül F,. fo. fs. fa fa es fia eleme L-nek. 

22. Határozzuk meg az H-változós lineáris igazságlüggyények számat! 


Megeldás : 


Azt kell csak összeszámolnunk. hogy az (5) formulával hányléle külön- 
böző függvény állítható elő. Az (51 formulában a cs, ér... .. c, értékeket sza- 
badon választhatjuk az í és A logikai értékek közül. Ez összesen 27"" lehe- 
töség, tehát az n-változós lineáris függvények száma 27" ". 


Már említettük, hogy szokás az ! logikai értéket 1-gyel, a h 
logikai értéket 0-val jelölni. Ebben az esetben természetes- 
nek hat az, hogy a 0-t kisebbnek tekintjük, mint az 1-et. En- 
nek alapján abban is megállapodhatunk, hogy hi. Más 
szavakkal ezt úgy is mondhatjuk, hogy az fi. kh; logikai érté- 
kekből alló halmazon bevezettünk egy rendezést. Ennek a 
rendezésnek az alapján értelmezhetünk egy részhenrende- 
zést az 


(A dx xXzs ax) xset hí, 77-12... h, 

halmazon 15. Mepallapodunk abban, hogy 

(8) (xnX2 cs Xa) S (XIX. Xök 

ha minden I £ján számra x,£ x, Például 
(hoi eh Sfob ih) 


mert a két négyesben az egyik első komponense kisebb, mint 
a másiké, a többi komponensek pedig egyenlők. A (8) alatti 
definició csak részbenrendezése a (7) halmaznak, mert nem 
tudjuk a (7) halmaz akármelyik két elemét összehasonlítani. 
Például n— 4 esetén a (kh, i, h, ijés (z, h, i, h) négyesek nem ha- 
sonlíthatók össze a (8) defimició alapján. 


ú4 


Azt mondjuk, hogy az f n-változós igazságfüggvény mo- 
noton, ha bármely két, (xy,..., xy) és (xy, ..., xi) 9-esre, 
amelyre 


Denver XA) É(Xxl. XI 
teljesül, 
JXisers XS FO Xg] 
(Is fennáll. 
jelölje M a monoton függvények osztályát! 


Gyakorló feladat 


23. Állapítsuk meg.-hogy az f,. f....., f., függyények közül melyek ele- 
mei M-nek! 


Megoldás: 


A definició alapján nyilvánvaló, hogy 
Ín.h.heM 


és /, 2 M. Vizsgáltuk a kétvaltozós függvényeket! Az értelmezési tarto- 
mány elemeit a (8) delinició a következőképpen rerdezt: 


et (i, A) ml 


(h, 4 —— a (ii) 


Nag 


A nyil itt a nagyobb felé mutat. Az Ú, hd és (h, A párok nem hasonlíthatók 
össze. A definiáló értéktáblázatokból közvétlénül leolvasható, hogy csak 
az f, és f, függvények tesznek eleget a monotonítás definiciójának. tehát 


fs fs e M. 


5 Matematikai logika [90 


Megjeyg EZÉS 


Az n-valtozós monoton ipazsaglüggvények számára alsó és felső hecs- 
lést ismernek. Jelölje M, az n-változós monoton függvények számat, Iga- 
zoltak, hogy 


1 i- 
ZT HA e. IM,1 mz 3k-en" 


" 
ahol £ konstans, c, egy m-től függő szám és 3] jelöli azt a legnagyabb 


Tr Ft r 
egész szamot, amely nem nagyobb ; nel. 


Azt mondjuk, hogy az 1-változós f igazságlüggvény szirm- 
metrikus, ha tetszőleges, az : és h logikai értékekből alló 
(X1..Xa. 4 Xn) rendezett n-ésre igaz, hogy 


FOX a Xg XX 7 FO Xan) 


ha Ce), X2. o Xn) ugyanannyi i, ill. A jelet tartalmaz, mint 
(Xx1..X2 4 Xg) csak esetleg más sorrendben. 
Jelölje § a szimmetrikus függvények osztályát! 


Gyakorló feladatok 


24. Állapítsuk meg, hogy az f), f,. .... fog függvények közül melyek ele- 
mer S-nek? 


Megoldás: 


A delinició alapján könnyen ellenőrizhetjük. hogy melyik függyény lesz 
eleget a definiciónak. Az fp. fv 1. fa függvények nyilván kielégítik a delini- 
ciót. A kétváltozós lüggyények közül azok szimmetrikusak, amelyeknek 
értéke az (fi, ht és (hi, ") helyeken megegyezik, tehát 


Jaa Per fe fan Ír fi 1 E a. 


0Ú 


25. Határozzuk meg az n-változós szimmetrikus függvények számat! 


Megoldas : 


A definició alapján világos, hogy az n-változós szimmetrik us függvény 
értéktáblázatának elkészítésekor az azonos számú ti. ill. h jelet tartalmazó 
sorok közül csak az egyikbe írhatjuk be szabadon a függvény értékét. a 
többi helyre ugyanezt kell írnunk. Ennek megfelelően a Ü, I. 2. . . ., 1! számú 
( értéket tartalmazó sorok kitöltésekor 2 lehetőségünk van (vagy £ vagy h 
értéket vesz fél a függvényk ez összesen 277! lehetőség, tehát az H-változós 
szimmetrikus függvények száma 27" 1, 


Feladatok 


12. Igazoljuk, hogy a konstans hamis igazságfüggvény ki- 
vételével minden H-változós igazságfüggvény előállítható 
úgynevezett polinomiális alakban, azaz 


xx mB...Bba, 


alakban. Ebben ax, (1 SisSk) olyan n-tagú konjunkció, amely- 
nek minden tagja vagy egy változó, vagy egy változó negált- 
ja, ugyanaz a változó nem szerepel kétszer, és ha íj, akkor 
a; és a; nem csak a tagok sorrendjében különböznek. 

13. Igazoljuk, hogy a konstans igaz kivételével minden n- 
változós igazságfüggyény előállítható a következő alakban: 


Brebzr ob 
ahol 8. (!t Si Et) olyan n-tagú diszjunkció, amelynek minden 
tagja vagy egy változó, vagy egy változó negáltja, ugyanaz a 
változó nem szerepel kétszer, és ha :-kj, akkor 5; és B; nem 
csak a tagok sorrendjében különböznek ! 


5 h/ 


4. Teljes függyényrendszerek 


Az előző fejezetekben kidolgozott eszközök felhaszná- 
lásával most már egy lényeges kérdést tudunk majd megvizs- 
gáalni. Már az eddigiekben 15 találkoztunk olyan függvény- 
rendszerekkel, amelyek segitségével az összes igazságfügg- 
vény kifejezhető. 

Azt mondjuk, hogy az fi, fo. ..., f. igazságfüggvények tel- 
Jes függvényrendszert alkotnak, ha összetételükkel bármely 
igazságfüggvény kifejezhető. AZ fi, fa, -... Í függvényeket 
együtt, szokás hazisnak ís nevezni. Ázt mondjuk, hogy egy 
bázis minimális, ha belőle bármelyik függvényt elhagyva már 
nem kapunk teljes függvényrendszert. 


(Gyakorló feladatok 


26. Igazoljuk. hogy a következő függvényrendszerek bázist alkotnak: 
u) fa. fs; 
B) fa Je 
c) " Jo ii: 
d) J Je Ha: 
ed f. 
fi fiu. 


Megoldás: 


Az a) megoldasa egyszerűen abból következik. hogy minden igazság- 
fuggyény teljes diszjunktív normálformára hozható és a könjünkció kife- 
jezhető diszjunkció és negáció segítségével: 


FAxnx— té (flekk fdx. 


Ez az azonosság csak egyszerű atirása a jól ismert [de Morgan-azonosság- 
nak. Az azonosan hamis függvényt - f,-et - pl. igy fejezhetjük ki f, és /. 
segítségével: 


fix) s A (As) 0 
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Hasonlóan adódik a 8) feladat megoldása 15. Minden igazságfüggvény tel- 
jes konjunktív normállormára hozható — az azonosan igaz függyény kivé- 
telével - ez pedig 


folx) z Ell f(x). xx) 


alakban irható fel. A diszjunkciót, azaz az 1. függvényt negációval és kon- 
junkcióval a De Morgan-azonosság alapján fejezhetjük ki: 


FC xx — Er fla fate 


c) A megoldás egyszerűen adódik a 12. feladat eredményéből. 
da A c) alapján elég azt megmutatni, hogy /, a negáció - kifejezhető f, 
és fa segítségével. Ezt a következő azoncssag mutatja: 


fb) falx flxik 


amit 7). azaz a B művelet értéktáblázata alapján azonnal ellenőrizhe- 
tünk. 

Az el és f) a Lk feladat c? és d) részéből következik. 

Érdemes még megjegyezni, hogy az a). b) e) és f) függvényrendszerek 
minimális bazist ís alkotnak. 

27. Igazoljuk, hogy ha egy f kétváltozós lüggvénnyel az összes igazság- 
függyény kilejezhető - azaz f teljes függyényrendszert alkot akkor f csak 
al vagy ] művelet lehet! 


Megoldas: 


Ciondoljuk végig - abbol a feltélelből, hogy 7 segítségével az összes 
igazsáplüggvény kifejezhető, hogyan állnható össze / értektáblázata: 





Áz első sorban ( f ír. rt értéket csak A lehet, mert ellenkező esetben / se- 
gitségével csak olyan függvényeket fejlezhetnénk ki, amelyek az (fi, il helyen 
fértéket vesznek fel (például a ! nem lenne kifejezhető). Hasonló okokból a 
táblázat utolsó sorában csak ! érték állhat. A megmaradó két helyet még 
négyféleképpen tölthetjük ki. Ha a második helyre i-t, a harmadik helyre 
h-t írünk, akkor 


fins) s Va. 
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tehát a kapott függvény /,-gyel azonos, ezzel pedig nem fejezhető ki az ösz- 


szes igazságfüggvény. Ha az első helyre A-t, a második helyre í-t irunk, 
akkor 


JO xX) 5 1Xi 


tehát megint olyan függvényt kaptunk, amellyel nem fejezhető ki az összes 
igazságfüggvény. Végül, ha mindkét helyre A-t irunk. akkor a ]. ha í-t, ak- 
kor a I függvényt kapjuk. Ezekkel valóban kifejezhető az összes igazság- 
függvény. 
28. A 26. teladatban szereplő e, bázis segítségével lejezzük ki a követke- 
ző háromváltozós igazságfüggvényeket: 
i, ha x 5x.—CX. 
et ) fesz 3) — . ; j " 
h, . egyebként. 


ho ha Xg. Xx.. xs közül 
hd gíx,, xa, xs) — ponlcsan egy igaz. 
ah. — egyébként. 


Megoldás: 
ad A definició alapján az / függvényt teljes diszjunktiv norrmáliarmá- 
ban így irhatjuk fel: 
Jn XX s [rp Ax xv [/TxpáA TxzáA Te] 
Alkalmazzuk ezután a következő, már igazolt azonosságokat : 
ax s xy]: 
xpAx, z (xy xlixi Ix2k 
xpvx, —(xifsilliral va 
Ezek felhasználásával /-el a következő alakban állíthatjuk elő: 
fox Xx3) — Úlxi A xo)ja xi], Ax] a x aj) 
HÁLTx A Txgha Te) [og A o] a xx) — 
— (((x. [gízai ES EZHTELES EZHÁTÉT EHETI 
ÜETNEZTTLETE EN NEZ ÉLETE ETL ÉSN EGY TESHT 
ÜLLEZN ETT TKEZN EZNT ELETE EST L ESEN ELTER ETT 
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[(((2e, EZNTLSZS ÉSÉT HÉ be [ [a [xx] 
[Ül : xi) 52] (éri x )Ilixejo [s x,)I 
(e, Ix](x2 x:DI((x. benez [s [52 


bj Ett ís az a) megoldásában követett úton juthatunk célhoz. Írjuk fel 
először a g függvényt t. d. n. f. alakban: 


gi xx hero a xzga xvi dxpAxya Txziv 
vixpA Tx2A "TXxs) 


A kapott alakból az előzőkben felsorolt három azonosság felhasználásával 
kaphatjuk meg g-nek a [ művelettel kifejezett alakját. A részletes kiírást itt 
elhagyjuk. 


Fontos probléma általában annak a kérdésnek az eldönté- 
se, hogy egy adott igazságfüggvény-rendszer teljes-e vagy 
nem, Erre a kérdésre ad választ a következő, Post—Jablonsz- 
kíj-tétet : 

AZ f. fa. . a f Igazságfüggvények ből álló rendszer akkor 
és csak akkor teljes, ha a függvények között van olyan, 
amely 

a) nem eleme a K, osztálynak, 

b) nem eleme a K, osztálynak, 

c) nem eleme az U osztálynak, 

d) nem eleme az L osztálynak, 

e) nem eleme az M osztálynak. 


A tétel igazolását majd egy feladatsorozatban végezzük el. 


Nyilvánvaló következménye a tételnek, hogy egy teljes 
függvényrendszerből ki lehet választami egy legfeljebb öt 
függvényből álló teljes részrendszert is. Az eddigi példáink- 
ban találkoztunk már három, kettő, sőt egy függvényből alló 
teljes függvényrendszerrel 15. . 

A kettőnél több változós függvények körében ís érdekesek 
azok az igazságfüggvények, amelyek a Shefler-függvényhez 
hasonlóan, önmagukban alkotnak teljes függvényrendszert. 


2] 


Általában egy n-változós f függvényről azt mondjuk, hogy 
többváltozós heffer-függvény, ha nem őrzi meg a konstanzo- 
kat, nem önduális, nem lineáris, és nem monoton. 


Gyakorló feladatok 


29. Igazoljuk. hogy az f.(71) és /.(-) függvények teljes Jüggvényrend- 
szert alkotnak! 


MM egoldás Hi 


A FPost-Jablonszkíj-tétel felhasználásával azonnal! adódik a megoldás, 
hiszen ff. £Ko.K,MésjéL U. 

Más módon ís könnyen célhoz érhetünk. Elég peldául megmutatni, 
hogy a konjunkció, 7. kifejezhető f, és /. segítségével, hiszen azt már tud- 
Juk, hogy f, es /, teljes függvényrendsagrt alkot. A kilejezhetőségel a kö- 
vetkező azonosság mutatja: 


Felxr x2— SA Ax fox]. 


Ennek igazolása közvetlenül az értéktáblázatokból leolvasható. 
MI. Igazoljuk, hogy az fi 1) és f-4e]) függvények nem alkotnak teljes 
függvényrendszert ! 


Megoldás : 


A Post- Fablonszkíj-tétel alkalmazásával elég megmutatni, hogy a függ- 
vényrendszer nem elégíti ki az összes feltételt. Valóban. /.,. EL (la 21. 
gyakorló feladatot], tehát a d feltétel nem teljesül. 

31. Igazoljuk, hogy ha egy / függvényre teljesül, hogy / £K,. akkor 
vagy féll vagy fek ís teljesül! 


Megüldás: 


Ha / nem őrzi meg a hamis konstanst, akkor ih, h.....hHh— ii. Ha 
fili....th— :£ akkor / nem önduális, ha pedi f(f f..., 1 — h. akkor f 
nem őrzi meg az í konstanst. 

32. Igazoljuk, hogy minden teljes függvényrendszerből ki lehet választa- 
ni egy legfehebb négy függvényből álló teljes rendszert! 


Megoldás : 


A Post Jablonszkíj-tétel szerint egy teljes függvényrendszerbtől mindig 
kiválasztható egy legfeljebb öt függvényből álló teljes részrendszer. Ezek 
között van olyan, amelyik nem őrzi meg a hamis konstanst, de akkor a 31. 
gyakorló feladat szerint ez nem önduális, vagy nem őrzi meg az igaz kons- 
tanst, tehát egy további feltételt is kielégit. Így a még szükséges 3 feltételhez 
legfeljebb három további függvényt kell választanunk, és így kapunk egy 
legfeljebb négy függvényből álló teljes részrendszert. 


Az eddigiek során ís gyakran hasznaltuk azt a kifejezést, 
hogy adott függvények segítségével új függvények előállítha- 
tók. Ezen pontosabban a következőt értettük. Az adott függ- 
vényekből újabb függvényeket képezhetünk a következő lé- 
pések egymás utáni alkalmazásával: 

— egy függvényben két változót azonosítunk ípéldául: az 
x]y kifejezésből az xx — "1x kifejezést kapjuk) vagy egy 
valtozót átjelölünk (például x v y helyett az x v z kilejezést 
irjuk]; 

— egy függvény változói helyére függvényeket helyettesi- 
tünk (például az x v y kétváltozós és "1x egyváltozós függ 
vényből így kapjuk a 1xvy— x—y kétváltozós függvényt). 

Ezek a lépések az igazságfüggvények körében értelmezett 
műveletek. A kétféle műveletet közös néven szüperpozíció- 
nak ís szokás nevezni. Az igazságfüggvények különböző osz- 
tályainak vizsgálatakor fontos szerepe van ennek a művelet- 
nek. 

Azt mondjuk, hogy az igazságfüggvények egy F osztálya 
zárt a szuperpozicióra, ha az F-be tartozó függvények szu- 
perpozíciója is eleme F-nek. Ha például F az összes igazság- 
függvények ből álló osztály, akkor F nyilván zárt a szüperpo- 
ziCióra. 


Gyakorló feladatok 


33. Állapítsuk meg, hogy a következő függvényosztályok közül melyek 
zártak a szüperpozicióra, és melyek nem zártak : 
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ad) a kétváltozós függvények osztálya; 

hi L; 

c) U; 

4) M; 

e) a monoton fogyó függvények osztalya; 
f4 Ki; 

gy K.. 


Megoldás: 


aj A kétváltozós függvények osztálya nem zárt a szuperpozícióra, hi- 
szen egy kétváltozós függvényből a változók átjelölésével háromváltozós 
függvényt kapunk (például az x A p és xv y függvényekből átjelöléssel az 
x a (vozz) háromváltozós függvényt kapjuk]. 

h]J A lineáris lüggyények L osztálya zárt a szuperpozicióra, mert a vál- 
tözők atjelőlése nem változtat a hnearitáson, és mivel a B művelet asszo- 
ciativ, egy lineáris függvény változója helyére lineáris függvényt helyettesít- 
ve, Ismet lineáris függvényt kapunk. 

c) Az önduaális függvények U osztálya szintén zárt a szünerpozicióra, 
hiszen változók azonosítása vagy atjelölése nyilvan nem változtat az 


HXg XT TX] 


definiáló tulajdonság teljesülésén. Ha az / függvény x, változója helyére 
egy gel! függvényt helyettesítünk, akkor a kapott 


IX pa Xn Xg Am Five MF 
7 f(x XV gs cs Fgk Xg res Nad 
függyény szintén eleme LI-nak, hiszen 


TARTA gy Xg ges TX Egs 1) — 


"Tt Ter TA  1X- I: gt NY. een "1yuk NASFET .-sa "ax, E 
TAFE Té pesa  TXpog  TgÍV rek TEger rra TX] — 
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za Xg AV Eg keres e 5 
z AA XogpXpggs css Fa Xg cs Fr 
K özben felhasználtuk, hogy 
"elvi. (A v— gi Ty... Tv 


ami ge U miatt nyilván igaz. 
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d) A monoton függvények M osztálya ts zárt a szuperpozícióra, hiszen 
változók azonosítása vagy átjelölése nyilván nem változtat a monotonttá- 
son, Azt kell még megmutatm, hogy monoton lüggvény változója helyére 
monoton lüggvényt helyettesítve, szintén monoton függvényt kapunk. 

Feltételezve az ffxp. 2. Xs. XÉS gívi. ..., 4) függvények monotoni- 
tását, igazoljuk, hogy ekkor a 


HlX cs Xg ragacs km Fr 
all LEGTRGÉN NNNT " ARNRNNOLAN BE ZRPRERENÉSI 
függvérty Is monoton. 
Légyenék 7 sz füg... igazga Em Brr ÉLÉST — Ág a ea 
Ted rt Ét. DF és h értékekből állá összehasonlítható rendszerek és 
tegyük fel, hogy 7 -y. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy hív 5 hív]. 


A , cy feltételből következik, hogy A — (fr... B.) E 6 — (By... A) de 
akkor g monotonitása miatt gi$isal§) és így 


(gs da ŐR gas zs a E ts geg EN gas Tk 
tehát / monotonításából következik. hogy 
hi S hév 
e) A monoton fogyó függvények osztálya nem zárt a szuperpozicióra, 
mert például a "17 egyváltozós függvény monoton fogyó, de ha önmagába 
helyettesítjük. akkor a kapott "16 1x)— x függvény szigorúan növő, lehát 
nem lehelt moncton logyőű. 
fiés gay áziés h konstanst megőrző függvények nyilván zártak a szu- 
pérpozicióra, hiszen ezen a tulajdonságon változók átjelölése, azonosítása, 
és ilyen tulajdonságúak egymásba helyettesítése nem változtat. Ezt már lé- 
nyegében kihasználtuk a 27. gyakorló feladat megoldásak or. 


Feladatok 


14. Igazoljuk, hogy a következő függvényrendszerek teljes 
függvényrendszert alkotnak : 
a) fa Is Ju 
b] fa Ja: 
c) Ju Íg 
15. Bizonyítsuk be, hogy ha egy gi. 92. .... da függvény- 
rendszer teljes, akkor az egyes függvények duálisaiból képe- 
zett gt, g?, . . .. gt függvényrendszer 15 teljes ! 


f 


16. Jellemezzük a következő igazságfüggvényosztályokat : 


ay, Lo.(M; 
bi) LoU; 
c) Look; 
d) Look. 


17. Igazoljuk, hogy ha egy f függvényre teljesül: fék, 
fék,és fél, akkor féM és féL 15 igaz. 

18. Határozzuk meg az n-valtozós Shelfer-függvények szá- 
mát! 

19. Igazoljuk, hogy a 91. . . .. da. függvényekből álló függ- 
vényrendszer akkor és csak akkor teljes, ha minden olyan 
F függvényosztályhoz, amely nem tartalmazza az összes 
igazságfüggvényt és zárt a szuperpozicióra, van olyan ag, (1 £ 
sizk), hogy g; ég F. 

20. Igazoljuk, hogy ha az f függvény nem örzi meg a hí(i) 
konstanst, akkor 7-ből a változók azonosításával megkap- 
hatjuk az ilyen tulajdonságú egyváltozós függvényeket, azaz 
az f. és f,(f, es f£.) függvényeket! 

21. Igazoljuk a Post-Jablonszkíij-tételt ! 

22. Egy, a szuperpozicióra zárt F függvényosztály nem fri- 
viafis, ha nem üres és nern tartalmazza az összes igazsagíügg- 
vényt. Igazoljuk, hogy minden nemtriviális, a szüperpozíció- 
ra zárt függvényosztály a K;, K,, U, L, M osztályok közül 
egyiknek része! 

23. Egy nemtriviális, zart F függvényosztály majdnem tel- 
jes, ha az F-et tartalmazó barmely zárt F függvenyosztaly 
vagy F-lel azonos, vagy az összes igazságfüggvényt tartalmaz- 
za. Igazoljuk, hogy a K;, K,, U, L, M függvényosztályok majd- 
nem teljesek és más, majdnem teljes függvényosztály nincs! 

24. Igazoljuk a Post-Jablonszkij-tétel alapján, hogy a kö- 
vetkező függvényosztályok nem teljesek : 


a) fi Ja és gíx, y. z)— xyz; 
b) fa és gíx, v, 2) — xpyoz; 
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c) híx,vy 2) (dxa Ay) v(T1xa ze) vídya az); 
d) fi Íz fu; 
e) fi. Ín Jag. 


A IE fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 


1. a) A formulában két változó van, igy értéktáblázata 
négy sorból áll. A táblázatot a műveletek definíciójának 
alapján a következőképpen készíthetjük el: 


JA [MAvBI[ (NAV BITTAA TT TAVvB) 





mmm. 
mog-om oz 


A formula értéke tehát mindig hamis. 


b) Itt is két változó van, a táblázatot két lépésben érdemes 
elkészíteni: 





Ennek a formulanak az értéke mindig igaz, a konstans igaz 
függvényt fejezi ki. 

c) A háromváltozós formula értéktáblázata nyolc sort 
tartalmaz. A táblázat elkészítését most már rövidebben vé- 
gezzük, két-két lépést összevonunk. Jelöljük az egész formu- 
lát x-val: 


£7 


(46 Bj-( 
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2. a ) Készítsük el az egyenlőségjel két oldalán álló formu- 
la értéktáblázatát. Itt ís két lépést összevonunk : 


(4 BC AGÍ(BOCI 





Maxia a MÉ S tten eliísz-m MÉ FELÉ 
tn ÉT e ETT a. ET ml 
Mm on. gr mg n. 
irani a ESŐS. Elle: nöt Ell uvnilíur nite 


mim ipr om. A. mm 


Mivel a két oldalon álló formula értéktablázata megegyezik, 
az azonosság Igaz. 

b] Az azonosság igazolásához leggyorsabban úgy 1utha- 
tunk el, ha felhasználjuk a 4. gyakorló feladat a) és b) azo- 
nosságát. Először alkalmazzuk a b ) azonosságot, majd az a) 
felhasználásával az eredményhez jutunk ! 

c) A bizonyítandó azonosság bal oldalát a 4. a! gyakorló 
feladatban igazolt azonosság felhasználásával "14 v B alak- 
ban írhatjuk. A bal oldalra alkalmazva ugyanezt az azonos- 
ságot, a következő alakhoz jutunk: 7 18v 714. Felhasz- 
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nálva a diszjunkció kommutativitását és azt, hogy "1 78- 
— B, a kívánt eredményt kapjuk. 

3. a) Válasszuk itt azt a módszert, hogy elkészítjük a for- 
mula értéktáblázatát az I. feladat megoldásaiban megismert 
eljárással: 


B]JAGB]AA(A— B) 





m.j kam I Wim ag Fini, 


szenn ellil a FG Ő 


b) Az állítás igazolásához most egy másik módszert vá- 
lasztunk. Azt kell megmutatnunk, hogy az implikáció értéke 
a benne szereplő változók bármely értékére igaz. Ehhez elég 
megmutatni, hogy ha az implikació utótagja hamis, akkor az 
előtag Is hamis. Áz utótag, 46€ akkor és csak akkor hamis, 
ha[4]—iésICI— kh. Ebben az esetben hal BI—i, akkor BC 
értéke h, tehát az előtagot alkotó konjunkció egyik tagja ha- 
mis, így az előtag ís hamis. A 181— 4 esetben az 4— B kon- 
junkciós tag értéke lesz hamis, tehát a konjünkció 13 hamis. 

c) Az allítas bizonyításához ítt úgy juthatunk el leghama- 
rabb, ha alkalmazzuk a mar igazolt azonosságainkat : 


(AvBvCja 1BA 1CjJ- 4 — 
A((AvBvOC)Ja BA TC)vA — 
A(AvBvCIvVBvCYAZz 
"(AvVBvCIv(AvBv€. 


Az átalakítások során a 4. a) gyakorlatban megismert azo- 
nosságot, a De Morgan-azonosságot és a diszjunkció asszo- 
ciattvitását használtuk fel. Az utolsó lépésben kapott for- 
mulát 

"ívű 
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alakban írhatjuk le, ha bevezetjük az 4v. BvC — z rövidi- 
tést. A 3.d ) gyakorlat szerint viszont ennek a tormulának az 
értéke tetszőleges x-ra maz, ezzel az állítást igazoltuk. 

4. Az 1— B azonosság teljesülése azt jelenti, hogy az x és § 
formulák értéke a bennük szereplő változók tetszőleges érté- 
ke esetén megegyezik. Ez az utóbbi állítás azzal egyenértékű, 
hogy az xeB formula a benne szereplő változók minden ér- 
tékére igaz. 

5. Először a b) állítást igazoljuk, ennek felhasznalásával 
az a) állítás bizonyítása már könnyen adódik a 4. feladat 
eredményére támaszkodva. 

A b) bizonyítását egy konkrét példán mutatjuk meg. 
Könnyen látható, hogy a bizonyítás általános esetben Is 
ugyanigy végezhető el. 

Válasszuk ki a példaként felsorolt formulák közül az a-t, 
és először alakítsuk át könnyebben áttekinthető alakba! Al- 
kalmazzuk először a De Morgan-szabályokat (ha szükséges, 
pl. z esetében nem kell, de ha §-ból indulnánk el, már szük- 
ség volna rá). Ezután alkalmazzuk a disztributírvitási sza- 
bályt (esetleg többször, ha kell): 


(Av BA TTC-(AA TO) víBA 710). 


A kapott diszjunkció minden tagja egy-egy konjunkció, a 
konjunkciós tagok vagy változók, vagy változók negáltjat. 
Még azt érjük el, hogy minden diszjunkciós tagban minden 
változó vagy negálva, vagy negálatlanul szerepeljen. Ehhez 
hasznaljuk fel az 


Av 14si 


azonosságot és azt, hogy az igaz konjunkciós tag nem val- 
toztat egy formula értékén. Természetesen a disztributivitási 
szabalyt is újra alkalmazzuk, ha kell, rövidítésként az 
A v A — A azonosságot ís hasznaljuk fel: 
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(daAAtodB]ja 10) vűlAv 14]JA BA TC) — 
z (AA BA TTO]Jv(A A IBATTCOYY 
vi 14AABA 101 


Á most kapott alak jól alkalmazható, latszik róla, hogy a 
formula a változók milyen értékére igaz. A diszjunkció pon- - 
tosan akkor igaz, ha legalább az egyik tagja igaz, az egyes 
diszjunkciós tagok pedig akkor igazak, ha minden tagjuk 
igaz. 

Az a-ra alkalmazott átalakítási lépések , duálisának" al- 
kalmazásával xt-t a következő alakra hozhatjuk : 


(Av Bv 1C)JAlAv 1Bv 1CjJA[pr1AVBY1€) 


Erről az alakról könnyű leolvasni azt, hogy ez mikor ha- 
mis: a konjunkctó pontosan akkor hamis. ha valamelyik 
tagja hamis, az egyes konjunkciós tagok pedig akkor hami- 
sak, ha minden tagjuk hamis. 

A kapott eredményeket összeloglalva azt mondhatjuk, 
hogy a a változóknak pontosan annyi különböző értékére 
igaz, ahányra a? hamis. Ezért ha x azonosan igaz, akkor a" 
azonosan hamis, tehát 12?" azonosan igaz. Ezzel a tb ) allítást 
igazoltuk. 

Az a) allítás bizonyításához használjuk fel a 4. feladat 
eredményét. Eszerint x— § akkor és csak akkor teljesül, ha 
af azonosan igaz. Tegyük fel tehát, hogy a— 5, ekkor as 5 
azonosan igaz. Írjuk at az ekvivalenciát a 2. b) feladat sze- 
rint, igy azt kapjuk, hogy a i 


( igvbjalav 719) 


formula azonosan igaz. Az előzőkben igazolt 5. b) feladat 
eredménye szerint a formula duálisának negációja, azaz a 


AJirlata Bt) vita at) 


ó Matematikai logika s] 


formula is azonosan igaz. Az utoljára kapott formulát a De 
Morgan-szabályok és a kommutativitás alkalmazásával 


fat v Bra lat v 187) — ztobt 


alakra hozhatjuk, tehat ez Is azonosan igaz. Ez a d. feladat 
eredménye szerint azt jelenti, hogy 


at — fp 


is fennáll, és ezt kellett igazolni. . 

6. A bizonyításhoz a következő tulajdonságokat használ- 
juk fel (zárójelben a gyakorlat, ill. a feladat sorszámát tüntet- 
tük fel): 


(AGBjoC — AG(A6€) (2. a) (.), 
azaz az ekvivalencia asszociatív, 
AAA I (d. e) gy.), 


és azt a nyilvanvaló tényt, hogy az ekvivalencia kommutatív 
művelet. 

Tegyük fel, hogy az x formulában csak a — műveleti jel 
szerepel, és minden változó páros sokszor fordul elő benne. 
Ekkor az asszociativitás és kommutativitás miatt az esetleg 
meglevő zárójelek felbonthatók, és a változok párosával cso- 
portosíthatók. Minden így kapott 464 alakú részformula 
igaz, és Így az egész formula értéke is igaz az ekvivalencia de- 
finictója alapján. 

Megfordítva, ha a-ban valamelyik, mondjuk egy 4-val je- 
lölt változó páratlan szamszor fordul elő, akkor ezzel az eljá- 


rassal, mivel 1 4 — 4, azt kapjuk, hogy a formula nem azo- 
nosan Igaz. 


Példaként megmutatjuk az 


(AoBJo(BACACSA))) 


formularól, hogy azonosan igaz. A kommutativitás és ASSZOa- 
ciativitás felhasználásával a formulát 
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(AGAJA(BOBA(CSC) 


alakra hozhatjuk és itt a zárójelbe tett tagokat az i logikai 
értékkel helyettesítve azt kapjuk, hogy a formula értéke min- 
dig Igaz. 

Az Aa BA(4ASB)oC formulát a megfelelő átalakítás 
alkalmazásával 


(APA) BoB-C 


alakra hozhatjuk és így végül C-t kapunk belőle, tehát a for- 
mula nem azonosan tgaz. 

7. a ) Írjuk fel először az f függvény értéktáblázatát! Mivel 
f háromváltozós, a táblázatnak nyolc sora lesz: 





Finger ell ÉS. Etltarenilta- ell a. Fila E 
TT a. ETT TE. Tea 


vett dna, fg, Pm, 
en oglllftss. agllíte előle. É dízelt a E Ma E e - e 


Ezután a 7. gyakorló leladat megoldásakor alkalmazott 
módszer szerint Járjunk el. Az / függvény értéktáblázatában 
szereplő minden igaz sornak megfeleltetünk egy konjunkci- 
ót. Ennek tagjai az igaz értékű változók, ill. a hamis értékű 
változók negáltjai — és f-et az így kapott konjunkciók disz- 
junkciójaként allíthatjuk elő: 


FIA, B,CY—(AABA IO) v(AA TIBA C JV 
viT4AA BA CI 


b) Az a) feladat megoldásában követett módszert alkal- 
mazzuk itt is. Rövidíthetjük úgy a megoldást, hogy nincs 
szükség az értéktáblázat leírására, a függvény definíciója 
alapján közvetlenül felírhatjuk a kívánt formulát; 


gí4, B, CY— (AA TIBA IC VÉTAA BA TOY 
v(1AA TIBA OJ VIAA BA C), 
c) Itt is a bevált módszert követjük, de itt a teljes disz- 


junktív normálforma helyett a konjunktív normálformát cél- 
szerű használni: 


hi 4, B, C,Dh—(1Av Bv AJCvDJA 
Ar TAv 1BvCOv 1DJA 
MA JAvVBv JCv IDjaAlAv Bv 1Cv "1D). 


8. Tudjuk, hogy összesen 16 kétváltozós művelet van, ír- 
juk fel sorra ezek értéktáblázatát: 





Az egyes függvényeket most már könnyű azonosítani a már 
isrmmert műveletekkel, ill. kifejezni a "1, A és v műveletével: 
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a: (14. By— B54— 1Bvá; 
galA, Bj— 46B— 1AvB; 
g:tA, B) -— AlB — "(AA B); 
gol4. B) — 4; 


— air aA v Bat 1Bv Aj — 
— (Aa aB)vin4 a B); 
golA, By— A6B—-(T1AvBIAÍTBv A); 
giolA, Bj— 18; 
gi(4, B) — "14; 
giz2( 4. B) — AA B; 
gy:l(4. By— (4-B— AA 1B; 
gia(A, B) — 1(B-4)j— TAR B; 
gis(4. B8h—4A18B7- MHAvB); 
gol 4. B1h— AA TA. 


9. Az 5. b ) feladat megoldasakor úgy jártunk el, hogy egy 
a formulát t. d. n. f.-ra, a megfelelő 3" formulát t. k. n. £.-ra 
hoztunk, ebből olvastuk ki a megoldást. Láttuk, hogy a 
t. d. n. f.-ja és xt t. k. ún. f.-jJa ugyanannyi tagot tartalmaz. Az 
összefüggést még pontosabban így 15 megfogalmazhatjuk : 
egy tag akkor és csak akkor van benne z t. d. n. f.-jában, ha 
ort t. k. n. f.-jában előfordul az a megfelelő tag, amelyhez úgy 
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jutunk, hogy minden változót a negaltjával pótolunk (termé- 
szetesen a kettős negációt kiküszöböljük) és a A jeleket v 
jelekre cseréljük fel. 

10. Láttuk, hogy minden igazságfüggvény kifejezhető 
t. k. n. f.-val, til. t. d. n. f.-val, azaz a "1, A és v műveletek 
segitségével. Ennek felhasználásával elég igazolni az a) rész 
bizonyításához, hogy a v művelet kifejezhető "1 és A segít- 
ségével. Ezt a már ismert 


4AvB- (7T1A4AA 1B) 


azonossag mutatja. 

A b) feladat igazolásához az előbbihez hasonlóan elég 
megmutatni, hogy a A művelet kifejezhető "1 és v segítsé- 
gével. Ezt pedig a jól ismert 

A4A5AB— JT 1Av"1B] 
azonossag alapján tudjuk elvégezni. 

A c ) feladat megoldásához elég megmutatni például, hogy 
a 1és v kifejezhető a [ művelettel. 


A ] művelet definiciója alapján a "1-t a következőképpen 
írhatjuk fel; 


J4A- ALA. 


A 10. gyakorló feladat felhasználásával a v művelet most 
mar könnyen felírható a ] művelettel: 


AvB-(AIBII(A1B) 


A d) feladat meégoldásakor is elég belátni, hogya 7 és A 
művelete kifejezhető a f művelettel. A negációt itt 15 a követ- 
kezőképpen ferezhetjük ki: 


74 7 AJA, 
a [ definíciója szerint pedig 


AA B7-(AJIBI[(4A]B). 


0 


II. a) Az azonosság bizonyításához most válasszuk azt a 
módszert, hogy - már ismert azonosságok felhasználásával 
— alakítsuk át a bal oldalt úgy, hogy eljussunk a jobb oldalon 
álló formulához: 


(AIB(A]JOY— 1(A A B] 1144 €) — 
— -J( (4 aA Bja 144 Ch 
(AA Bjv(4A4A 0)— AA (Bv CO) — 


— (Av 1(BvC) — (NA v(BIC))— 
T4A1I(B]€) 


b) Hasonló átalakítások alkalmazásával juthatunk el én- 
nek az azonosságnak a bizonyításához Is: 


(A LB)(4A1C)— MAvB]] 14vC)— 

-( (Av. Bjv (Av Ch 

(Av Bja (4vC)— A víBa C) — 
A(14A T(BACY — A(14A(B]0) — 
— "14](8]0 


12. A keresett előállítás a t. d. n. f.-hoz hasonló, először 
egy példán fogjuk bemutatni. Állítsuk elő a kívánt alakban 
azt az f háromváltozós igazságfüggyényt, amelynek értéke 
akkor és csak akkor igaz, ha pontosan két változó értéke 
igaz. A függvény értékét ennek megfelelően így adhatjuk 
meg röviden: 


kH 


1l 


i; ha XxpAXIA 1X4 

vagy XjpA ]XZAX4 

vagy  IXLPLAXZAX; Igaz 
A egyébként. 


fixa xx) — 


8; 


Az f(xs, X2, X4) értéket tehát olyan formulával állíthatjuk 
elő, amely pontosan a feltüntetett három esetben igaz, 
egyébként hamis. A B művelet definiciója biztosítja, hogy 
ha a felírt három koönjunkciót a 8 művelettel összekapcsol- 
juk, akkor a kívánt alakú formulához jutunk : 


G(x A TXx.A xyjbí 1xpAxz A xa]. 


A B műveletnek a v művelethez hasonlóan az a tulajdon- 
sága, hogy asszociatív, és értéke igaz, ha valamelyik tagja 
igaz. Az az eset, hogy egyszerre több tagja is igaz legyen a 
műveletnek - éppen a tagok speciális szerkezete miatt - nem 
fordulhat elő. 

A speciális példán bemutatott gondolatmenet általános 
esetben 18 Járható utat jelent, a konstans hamis igazságfügg- 
vény kivételével minden igazságfüggvény előállítható a ki- 
vant alakban. 

13. A 12. feladat megoldásában követett módszerhez ha- 
sonló úton juthatunk célhoz. Itt ís egy konkrét példán mu- 
tatjuk meg az általános esetben is használható eljárást. Le- 
gyen g olyan háromváltozós függvény, amely pontosan ak- 
kor hamis, ha pontosan egy változója igaz. A g függvényt így 
is definiálhatjuk : 

h, ha xjyvx5v Ixs 
gli, x, xs) — vagy  Xxjyv lxov.xa . 
vagy  1xyvx.vxa, — hamis, 
i egyébkent. 
A g(xi. Xa, X3) értéket tehát olyan formulával állíthatjuk itt 
elő, amely pontosan a megadott három esetben hamis, 
egyébként igaz. Az 6 művelet definíciója biztosítja, hogy a 
felírt három konjunkciót a c művelettel összekapcsolva a 
kivant előállításhoz jutunk : 
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Ax 1 X2. Xs) bi vxzv o dxzjes 
olxpv 1x2v.xzeot xy vxzv.xa 


A a műveletnek — az A művelethez hasonlóan — tulaj- 
donsága, hogy asszociativ és értéke hamis, ha valamelyik 
komponense hamis. A tagok speciális szerkezete miatt Itt 
sem fordulhat elő az az eset, hogy egyszerre több tag 15 
hamis. 

A példán bemutatott módszerrel tetszőleges — a konstans 
igaztól különböző - igazságfüggvényhez megkonstruálhat- 
juk a kivant alakú előallítást. 


14. a) Tudjuk, hogy 7, és f. teljes függvenyrendszert al- 
kot, ezért például elég megmutatni, hogy a felsorolt függvé- 
nyekkel 7, kifejezhető. Valóban, f, és fo, szüperpozíciója- 
ként /, így fejezhető ki: 


fak) — fil elx) x) 


b) Elég ítt ís megmutatni, hogy pl. fs kifejezhető /, és fg 
felhasználásával, Áz ismert azonosságok alkalmazásával ez 
igy végezhető el: 


fal Alxih x2) — fd x2) 


c) A bh) feladat eredménye alapján elég csak azt megmu- 
tatni, hogy f, kifejezhető f, és /, szüperpoziciójaként. Az ff, 
definiciója alapján ezt így tehetjük meg: 


Jax) — folx, fh) 


15. Jelöljük az eredeti teljes függvényrendszert G-vel, a 
duálisok ból álló rendszert G"-gal. A bizonyításhoz a duali- 
tás definícióját használjuk fel. Azt kell megmutatnunk, hogy 
tetszőleges / igazságfüggvény előállítható €"-bel függvé- 
nyek szuperpozíciójaként. Az / helyett vegyük először az f" 
-ot, f dualisát. Mivel G teljes függvényrendszer, ezért ft 
előállítható 6-beli függvények szuperpozíciójakért. Ha most 


87 


ebben az előállításban minden függvény helyett a duálisát 
használjuk, akkor eredményként ft duálisát kapjuk meg, 
G"-beli függvények szuperpoziciójaként. 

16. a) Az LM függvényosztály jellemzéséhez vizsgáljuk 
meg, melyek azok a lineáris függvények, amelyek monoto- 
nak 15! A 


cgépcixieh... BC X 


alakú lineáris függvények közül először vizsgáljuk azokat, 
amelyekre c, — i. Azt fogjuk megmutatni, hogy az ilyen alaku 
lineáris függvények közül csak azok lehetnek monotonak, 
amelyekre c, —...—c,—h, azaz csak az f, monoton függ- 
vény. (Közben többször felhasználjuk, hogy h-x— h és 
höpx — x.) Tegyük fel, hogy az n-változós f függvényben a 
erk (I Ssizn között van olyan, amelyik A-tól különböző, 
azaz i. Azt is feltehetjük, hogy ez éppen a c. Megmutatjuk, 
hogy a függvény ekkor nem monocton. 
Adhoh,..., h) c (ih, ..., h) összefüggés igaz. Szamítsuk ki 
a két helyen a függvény értékét; azt talaljuk, hogy 
f(lh,....hh— iz fiih,....h)—h, 


tehat az f függvény nem monoton. 

A c — h esetben megmutatjuk, hogy csak az f) és 7, függ- 
vény lehet monaton, és ezekről már tudjuk is, hogy monoto- 
nak. Legyen ag olyan lineáris függvény, amelynek előallításá- 
ban legalább két c, ÍLSÍEn) h-tól különböző! Feltehetjük, 
hogy ez a c) és c,. Számitsuk ki g értéket az 


(ídoh,.... his tt h, h,.... A) 
helyeken! 
ali h,...hheh egi hoh,...,.hj— it, 


tehát g nem monoton. 
Összefoglalva tehát azt találtuk, hogy 


LOM — ifi. 2 Ísy. 
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bd Először vizsgáljuk azt az esetet, amikor az adott lineá- 
ris függvény szokasos előállításában paratlan szamú co-tól 
különböző együttható értéke :. Az általanosság megszorítása 
nélkül feltehetjük, hogy ekkor a függvény a következő alak- 
ban állítható elő: 


f(x. Xat 7 coBXx B... DBXsrá ts 


ahol 2k--1] 5 n. Megmutatjuk, hogy ekkor f e LU, azaz f ön- 
duális. Ehhez felhasználjuk a következő azonosságokat: 


TAR 1B— ABB, 
7JASB — 1(46B]) — ABB. 


Ezek az azonosságok a műveletek definiciója alapján köny- 
nyen igazolhatók. Igazoljuk tehát f-róli, hogy önduális! 


TFEÉTX s TX) — eb IX BT1xB 
BD 1x.P...D 1xzB TX2xr1) — 
— "eb ix BÍ1x8 "]xajéb...8 
DI 1xxB 1Xx2xr1 7 
"co xx, B(xBDx)D...ObBx2xr1]) — 
"MU 1xi Ples DpxzBxzp...DxX2xr1) 
Axe Bx.Bx.B...BxXzxei] E 
xi DlcoBx:B...BDX2rr1) — 
z egpxybpxzb...Bx2ras — Fi rrss Xn 


Ha most az / függvény előállításában páros sok cg-tól kü- 
lönböző együttható értéke i, azaz 


fixa . 2 Xn) 7 cCoBXI B... DX 


ahol 2k £n, akkor könnyen láthatóan / nem önduális. Az 
előzőkben alkalmazott atalakítással ekkor a következőkhöz 
jutunk : 


I 


ő 


kH 


II 


9] 


TEX eza xx) — (B  TXx1EB...B 1X24) — 
— IlcaBxB...BXx2r) — 
AF(Xn ess Xg E F(X... Xg. 


c) Vizsgáljuk meg, melyek azok a lineáris függvények, 


amelyek megőrzik a h konstanst! Ha f e L, azaz 
TAX. ess Xa) — egBDerx B... DEX, 


alakú, akkor 
fik. 2.4 h) -— C (ja 


tehát f c K, akkor és csak akkor igaz, ha c — 4. 
d) Hasonló módon egy f €L függvény értéke az (7, . . ., i) 
helyen; 
FŰ, 5.54 i) tr gp. 4 DC g 


Ez akkor és csak akkor iz, azaz f € K;, akkor és csak akkor 
teljesül, ha a cg, . . ., c, együtthatók között páratlan sak í ér 
ték van. 
17. Tegyük fel, hogy az n-változós / függvényre teljesül- 

nek az 7 ék, f éK; feltételek! Ekkor 

f..., ih 5 (h,...,h) 
és a feltétel szerint 

fi... h—-hkz fih....h]j—i, 


tehát / nem monoton, azaz f ÉM. Tegyük fel, hogy f £ is 
teljesül, és f e L mégis igaz. Ekkor a 16. b) feladat eredrmé- 
nye szerint 7 csak a következő alakú lehet: 


fTiX1. 2. Xn) — cobxi B... BX 


ahol 2k z n. Másrészt a 16. c ) és d) teladat eredménye szerint 
c—i(f éK,), tehát f előállításában páratlan sok i együttha- 
tó szerepel, azaz ff e K, ami ellentmond a feltételnek. áz 
JEL feltétel tehát nem lehet igaz. 
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18. Egy n-változós f függvényt akkor neveztünk Shetffer- 
függvénynek, ha teljesül rá az a feltétel, hogy f£8K, fék, 
fél féMőMés fél. A I7. feladat eredménye szerint, ha egy 
függvényre teljesül az első három feltétel, akkor ebből már 
következik az utolsó kettő teljesülése is. Elég tehát összeszá- 
molnunk azoknak az n-változós figgvényeknek a számát, 
amelyek nem őrzik meg a konstansokat és nem önduálísak. 

Azoknak az H-változós függvényeknek a száma, amelyek 
nem őrzik meg a konstansokat: 27773, mert ezek értéktáblá- 
zatában 27—2 helyet tölthetünk ki szabadon. Számoljuk 
még össze azt, hogy ezek között hány önduális függvény 
van! Ahhoz, hogy egy függvény önduális legyen (és ne őrizze 
meg a konstansokat) 277" —1 helyen tölthetjük ki az érték- 
táblázatot szabadon, tehát az ilyen függvények száma: 


putlttető 
A keresett függvények, azaz az n-változós Shefler-függve- 
nyek száma tehát: 
227—2  g2e—i grg 1) 


19. Ha az állítás nem lenne igaz, az azt jelentené, hogy 
van olyan, a szuperpozicióra zárt F függvényosztály, amely 
nem tartalmazza az összes igazsagfüggvényt, de agjeF 
(if —1,..., k). Ekkor a g., ..., g, függvények szuperpozicióval 
előállítható minden f-re feF is teljesül. Tehát gi, ..., d, 
nem teljes függvényrendszer. 

M. Legyen féK,, n-változós függvény. Ez azt jelenti, 


hogy 
fíh,h,....h)— i. 

Az f-ből — változók azonosításával képezhető — 
gíx) — fix, ..., x) 

egyváltozós függvényről tehát azt tudjuk, hogy 
gíhj-i. 


e 3 


Ekkor g csak f- vagy /4 lehet. 
Hasonlóan adódik, hogy ha f € K, n-változós lüggvény, 
akkor a 


gíx)— fix, x,..., xI 


egyváltozós függvény a(h—h miatt csak 7, vagy f4 lehet. 

21. Először igazoljuk, hogy a tétel feltételei elégségesek ! 
Azt kell megmutatnunk, hogy ha egy véges sok függvényből 
álló b függvényrendszer elemei között vannak olyanok, 
amelyekre a tételben megadott öt feltétel teljesül, akkor 
b teljes függvényrendszer. Elég azt megmutatni, hogy  ele- 
metrből szuperpoziícióval előállítható egy ismert teljes függ- 
vényrendszet. 

Mutassuk meg először, hogy $ elemeimek szüperpozició- 
jával f., f. és ff, (mindkét konstans és a 1] előállítható! 

Az előző feladat alapján tudjuk, hogy £ elemeiből f, vagy 
fa. Ill. 5. vagy fa előállítható. Ha az egyik konstanst és f,-et 
kapjuk - meg, akkor ezekkel nyilván előállítható a másik 
konstans Is. 

Tegyük fel, hogy az /, és f. függvényeket, azaz a két kons- 
tanst kaptuk meg. Megmutatjuk, hogy az f, ií5 előállítható 
P-ből szuperpozicióval. Valasszunk olyan f e $ függvényt, 
amely nem monoton! Ez azt jelenti, hogy van az i és h ele- 
mekből álló két olyan n-es, amelyekre 


(1. s tn 2 (Bi. Ba) 
ÉS 
f(ggsse úr) - (Bi. . s B.) 


teljesül. Válasszuk ki azokat az í-ket, amelyekre x,— hi, B, — ti. 
Az ilyen indexű x, változókat azonosítsuk ; jelölje ezeket x. 
Ezután válasszuk ki azokat az i-ket, amelyekre x.— Rh, 5.— h. 
az ezeknek megfelelő változókat azonosítva, jelöljük őket 
v-nal. Végül az olyan x;-ket, amelyekre x,—i, 5.— í, jelöljük 
2-vel. Az f-ből így kapott gíx, y, z) függvényre 
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alh, h, i) - ali, h, i), 


tehát gíh, h, i) — í és gli, h, (1) — h. Ha most g-ben y helyére 
firet, z helyére f.-t helyettesítjük, akkor a kapott függvény 
f,-gyel azonos, hiszen nem konstans ímert nem monoton) 

Végul meg azt kell megmutatnunk, hogy ha mindkét éset- 
ben 74-et kaptuk, akkor ís elő tudjuk állítam mindkét kons- 
tanst. Ezt egyszerűen úgy tehetjük meg, hogy veszünk egy 
fed nem öndualis függvényt. Mivel f nem önduális, van 
olyan i, A értékekből álló rendezett n-es, hogy 


T(x a 7 FE. 7104), 


Válasszuk ki most itt azokat az x;-ket, amelyekre a.—i, és 
ezeket azonosítsuk! Jelölje ezeket x, és a többit (amelyekre 
x,— h) jelölje y. A kapott g kétváltozós függvényre 


gli, h) — gíh, i), 

tehát g nem önduálts. Most g és /, segítségével képezzük a 
kíx) — aix, fak) 

függvényt. Mivel f, a negáció, ezért 
k(ij—k(h), 


tehát k konstans. k-ból és f.-ből a másik konstans már 
előallítható. 

Használjuk most fel azt, hogy $-ben van nemlimeáris figg- 
véryy 15. Az előzőkben alkalmazott gondolatmenetekhez ha- 
sonlóan megmutatható, hogy a változók azonosításával és 
az egyik konstans helyettesítésével egy tetszőleges / nemli- 
neáris függvényből eljuthatunk egy g kétváltozós, nemlimeá- 
ris függvényhez. Ennek általános alakja: 


glx, y) — xybaxbByey, 
ahol x, ő és y az ! és h értékek valamelyike. Megmutatjuk 
még, hogy g-ből a konstansok és a 7 felhasználásával x A y 
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vagy x v y előállítható, és ezzel már rendelkezésünkre fog 
allni egy teljes függvényrendszer. Tegyük fel, hogy x—i. Ek- 
kor y helyére a "1y — yi antivalenciát helyettesítve; 


alx, "1y) — xy PÖDIXDAVBIJOy — 
— xyPlxrpxosvol8gy) — 
— xyogyo(8gy) 
mivel a5i— hésh:xz h. 


Hasonló módszerrel a őv tag 15 , eltüntethető" és közben 
legfeljebb csak a konstans változik. Végül így egy 


xyó 


alakú függvényhez jutunk. Ha ö—h, akkor ez xy — xa y, ha 
95-i, akkor x és y helyére a "1x és "1y formulákat helyette- 
sitve, a következőt kapjuk: 


[docAucTy]Bóő — 198 MM 1xa Ty) — 
AÍdXxXA 1yj xvy. 


Azt kell még megmutatnunk, hogy a tétel feltételei szüksé- 
gesek is, azaz ha az öt közül valamelyik feltétel nem teljesül, 
akkor az adott függvényrendszer nem lehet teljes. Ez viszont 
közvetlenül adódik a 19. feladat eredményéből. 

22. Tegyük fel, hogy nem igaz az állítás, azaz F nemtriviá- 
Íts, a szuperpozícióra zárt függvényosztály és nem része a K,, 
K,, U, L, M osztályok egyikének sem. Ez azt jelenti, hogy 
F-ben mind az öt osztályhoz található olyan függvény, ami 
nem eleme ennek az osztálynak. Ekkor viszont ezek a függ- 
vények telles függvényrendszert alkotnak F-ben, tehát szu- 
perpoziciójukkal minden igazságfüggvény előállítható. E.b- 
ból következik, hogy F triviális, ellentétben a feltétellel 

23. A 22. feladat alapján már tudjuk, hogy ha F egy nem- 
triviális, zárt függvényosztály, akkor K,, K,, LU, L, M valame- 
lyikének része. Ebből következik, hogy ezek az osztályok 
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majdnem teljes függvényosztályok, hiszen nyilván nem azo- 
nosak az összes igazságfüggvényből álló osztállyal; zártak, 
és bármely, ezeknél bővebb zárt osztály már triviális. 

Igazoljuk még, hogy más, majdnem teljes osztály nincs. 
Tegyük fel, hogy volna egy másik, ezektől különböző G 
majdnem teljes függvényosztály. Ez nem lehet valódi része 
egyiknek sem, mert ez ellentmondana a majdnem teljesség 
definíciójának. Ekkor azonban a 6—K,, G—K; G6—-U, 
G6—L. G—M halmazok egyike sem üres. Ez azt jelenti, hogy 
G-ből kiválasztható egy teljes függyényrendszer, tehát 
azonos a triviális, összes függvényből álló osztállyal, 

24. A Post—Jablonszkij-tétel alkalmazásához készítsük el 
először azt a táblázatot, amely a szereplő f,, f-. fa. fiu. d és A 
függvényekről megmutatja, hogy a K,, K;, U, L, M osztályok 
közül melyiknek elemei, melyiknek nem famelynek eleme a 
függvény, oda - jelet írunk, amelynek nem eleme, oda — 
jelet): 





LL M 
f 1 - HI e kx -F 
ff — 4 — d 4 
fej $ tt — 
fu Tt HI TT mt Ni 
g t TF Tk TF — 
h — — 4 — 


A táblázat kitöltéséhez az f,, fo. fa. fi: függvények esetében 
a 16-23. gyakorló feladatok eredményeit használtuk lel, a g 
és h függvényekre közvetlenül a definíció alapján, ill. a 16. 
feladat eredményének felhasználásával kaptuk meg az ered- 
ményeket. A feladatot ezek után már könnyű megoldani: 

a) az f, f, és g függvények között nem találunk olyat, 
amelyik a K, osztálynak nem eleme, tehát ezek nem alkot- 
nak teljes rendszert. 


1 Matematikai kögika tl 


ha) AZ Íz Ja. g függvények mindegyike a K; osztálynak ele- 
me, a többi feltételt ezek ís kielégítik, tehát ezek sem alkot- 
nak teljes rendszert. 

cJA he miatt a h egyedül nem alkot teljes rendszert. 

d) Az fi, fa. fi € L feltétel miatt ezek sem alkotnak teljes 
rendszert. 


e) fi. fa. fe E M. tehát ez sem teljes rendszer, 
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III. A KIJELENTÉSLOGIKA ALKALMAZÁSAI 


1. Logikai áramkörök, automaták 


Gyakori feladat az, hogy adott elemekből olyan áram- 
kört kell összeállítani, amely bizonyos jól meghatározott 
gyakorlati célt elégít ki. A legegyszerűbb esetekben kapcso- 
lókból (esetleg több, egyszerre működtethető kapcsolóból) 
és áramforrásból, fogyasztókból kell összeállítani egy meg- 
adott feladatot ellátó áramkört. Az áramkör megtervezésé- 
hez jól hasznosíthatjuk az itéletkalkulus eszközeit. A 20. áb- 
rán vázlatosan szemléltetett áramkör két, sorba kapcsolt 
kapcsolóból, egy áramforrásból és egy fogyasztóból — lám- 
páaból — áll. 


47 kae 
I 20. ábra 


Annak a feltétele, hogy az áramkörben áram folyjék az, 
hogy mindkét kapcsoló — az xy és az x; jelű Is — bekapcsolt 
állapotban legyen. Legyen x; értéke i akkor, ha az Xi; 
(i — 1, 2) kapcsoló bekapcsolt állapotban van, A egyébként. 
Ekkor annak a feltétele, hogy a lámpa égjen, a következő 
módon írható fel egyszerű formaban: 


XIA XI. 
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21. ábra 


Ha a 21. ábran vázolt áramkör működését akarjuk leírni rö- 
viden, akkor az előző jelölési megállapodásokat alkalmazva 
ezt kapjuk : 


X 1 sz Aa 


Gyakorló feladatok 
1. Írjuk fel annak feltételét, hogy a következő ábrákon látható áramkö- 


rökben áram folyjon! (A "1x, jelű kapcsoló az x, jelüvel éppen ellentétes 
működésű: kél azonos jelű kapcsoló egyszerre van nyitva, ill. zárva), 


a ) 





22. ábra 





23. abra 


[00 


Megeldas: 


a ) Használjuk fel az előző részben elmondottakat. amit röviden így le- 
het összefoglalni: a soros kapcsolás a konjunkciónak, a párhuzamos kap- 
csolás a diszjunkciónak felel meg. Ennek alapján a működési feltételt a kö- 
vetkező formula írja le: 


(xx, Alxo vala xvi Geza xi]. 


hi Az a) feladat megoldásához hasonlóan járhatunk el: eredményül a 
következő formulát kapjuk : 


a vga rave tag a xza beg vaj 


2. Tervezzünk olyan áramkört, amelyek a következő formuláknak lelel- 
nek meg: 


ajíxpafx,vax]ja Tej vi láp a x,a xi 
hi lixg vxg vagja tepve l[ degv dev e A xy bv 
víllxev 1xgv lxaha mx]v 


v(rdxgv dxeja de] ve Xg a xs NA Ya 


Megoldás: 


a) Azt az elvet követve, hogy a konjunkciónak a soros kapcsolás, disz- 
junkciónak a párhuzamos kapcsolás felel meg, megk onstruáalhatjuk a ki- 
vant áramkört (24. ábral. 


HK 
XT "Mg 
Xg 
Vg Xa e adi Ha ett 
j4d ábra 


(Az egyszerűsítés kedvéért itt már nem rajzoliuk be az áramiorrást és a 
[ogyasztoti. 

ba Hasonló módon járhatunk el, bár itt összetettebb lesz a kapoöll aram- 
kör (25. abraj. 
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25. ábra 


3. Egy hálókocsiban három lekvöhely van, mindhárom fekvőhelyhez 
egy-egy kapcsoló tartozik. A fülkében egy kis és egy nagy lámpa van. 
A nagy lámpa akkor ég, ha a többség akarja, a kis lámpa pedig akkor. ha 
csak egy ulas kapcsol. Tervezzük meg az áramkört! 


Megoldás: 


Jelölje x,, x, és xa a három kapcsolót, és írjuk fel annak a leltélelét, 
nogy a kis lámpa égjen! A jelölésre ítt is alkalmazzuk eddigi megállapodá- 
sainkat: ennek alapján a kis lámpa akkor és csak akkor ég, ha 


(x ÉN  L€a és "Tehet 1, MEg és Axe het TX, A "Aaxsa xb 


A kapott formulának megfelelő áramkört már könnyen lerajzolhatjuk (26. 
ábra]. 





26. ábra 
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Hasonló módon felírhatjuk annak a feltételét, hogy a nagy lámpa égjen. 
Ez a feltétel még egyszerűbb 15 lesz, hiszen nem szükséges peldául vizsgal- 
nunk, hogy ha x, és x, bekapcsolt állapotban van, akkor milyen helyzet- 
ben van az x, jelű kapcsoló (27. ábra). . 


A? 


Xi 


Ka X3 et 
27. abra 


A kibernetikában a különféle informacióátalakitó eszkö- 
zöket automatáknak nevezik. Egy ilyen automatának véges 
sok bemenete (inputja) van, ezek kívülről kapják az informá- 
ciót, és véges sok kimenete (outputja! van, ezek továbbítják 
az atalakított információt. A matematikai vizsgálat szem- 
pontjából feltételezzük, hogy egyszerre, egyidejüleg történik 
az imfiormáció vétele és kibocsátása ta működési időt nem 
vesszük figyelembel Ázt is feltesszük, hogy a kimeneteken 
megjelenő információt a bemeneteken belépő információ 
egyértelműen meghatározza. Az ilyen automatát determi- 
nisztikus automatának szoktak nevezni. 

Mi most a determinisztikus automatáknak azzal a specia- 
15 tipusával foglalkozunk, amelynél egy adott időpontban 
kilépő információ csak az ugyanekkor belépő információtól 
függ. Egy ilyen automata sematikus vazlatat a 28. ábrán 
láthatjuk. 


XT E LÉZERREL] 
Za Fafégos Xad 

bemenetek : . kirmenetek 
Xn Ira... Xpé 





28. úbra 
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Azt is feltesszük, hogy a bemeneteken is és a kimeneteken 
is az információ binártsan kódolva jélenik meg, azaz két jól 
megkülönböztethető állapot — jelöljük az egyiket 0-val, a 
másikat 1-gyel — hordozza az információt. A 0-t a hamis, az 
1-et az igaz jelének 15 tekinthetjük. A bináris kódolás fizikat 
megvalósítása a legkézenfekvőbb. 

Az elmondottak alapján az automata működését úgy jel- 
lemezhetjúk, hogy megadjuk a kimeneteken megjelenő in- 
formációt a bemeneteken megjelenő mformáció függvénye- 
ben, azaz megadjuk a kimeneti információt leíró n-változós 
fi. cs. fx függyényeket. Ezek a függvények nyilván igaz- 
ságfüggvények lesznek, hiszen a változók csak a 0 1 értéke- 
ket vehetik fel, és a függvények értéke 15 csak Ő vagy l lehet. 
Az automata működését tehát k darab n-változós igazság- 
függvénnyel írhatjuk le. 

Nagyon egyszerű tipusú véges automatáknak tekinthetők 
azok az elektronikus áramköri egységek, amelyek egyes logi- 
kat műveleteknek felelnek meg. Ezek közül a leggyakorib- 
bak a következők : a konjunkciónak megfelelő , ES kapu (29. 
ábrah ennek ket fesetleg több) bemenete és egy kimenete 
van, és a kimeneten akkor és csak akkor van impulzus — ezt 
jelöljük 1-gyel — ha mindegyik bemeneten van impulzus; 
a diszjunkciónak megfelelő VÁGY kapu (30. ábra), ennek 
két (vagy több) bemenete és egy kimenete van, a kimeneten 
akkor és csak akkor van impulzus, ha legalább egy bemene- 
ten van impulzus. 

A negációnak megfelelő , anverter" (31. ábra), ennek egy 
bemenete és egy kimenete van. A kimeneten akkor és csak 
akkor van impulzus, ha a bemeneten nincs impulzus. 

A lelsorolt elemeket néha összevontan ís alkalmazhatjuk. 
Például a 32. ábrán látható egység működését igy irhat- 
juk le; 


TXpAX:AX3. 
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Xi 
Xi XA 
K : 
2 79 ábra 


5 
kV Ag 

"2 30. Abra 
teme 

31. ahra 
XT ai 
X2 
"a 34. abra 


Gyakorló feladatok 


4. Írjuk le formulával a következő elektronikus áramkörök működését: 


4 E 


h) 


u) 


x 


"mia 


f.j 


he 


b 
up FÉR Key véd 


K 


353. abra 
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GÉXp. Kand 


"2 34, abra 
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Megeldas : 
a) A kör két ÉS kaput és egy VAGY kaput tartalmaz, az összekapcso- 
lás módja alapján f-re a következő formulát kapjuk : 
fin xzxst s [pax] vírsá xi 
hb A g függvényt igy írhatjuk fel: 
ix. xh—íxpa evé Ty, ax] 


5. vázoljuk fel a következő formuláknak megfelelő elektronikus áram- 
küröket: 


ad xpéBx,; 


hi [pax pvíxpa Ax vf dr: Ar 


Megoldás : 


ag Írjuk át először a B műveletet konjunkció, diszjunkció és negáció 
segítségével: 


xx; sz T(x ex— atni vagja ft 1xzvxi] — 


zíx Ax )v (xi vXik 


Az utoljára kapctt formulának megfelelő áramkört már könnyen összeál- 
líthatjuk (35. ábrat 





35. ábra 


106 


h) A megoldás a 36. ábrán látható. 





30. ábra 


Az előző gyakorló feladatban tulajdonképpen olyan ösz- 
szetettebb automatát kellett konstruálni a megadott egysze- 
rű autormatákból, amelynek egy kimenete van, és a kimene- 
ten megjelenő információ a megadott függvénnyel írható le. 

Elég általános feladattípus fogalmazható így: tervezzünk 
olyan automatát, amely egy adott követelménynek eleget 
tesz, és az előzőekben ismértetett háromféle elektronikus 
egységből épül fel. 


Gyakorló feladat 

6. Tervezzünk olyan véges automatát, amely ÉS, VAGY kapukból, t0- 
vábbá inverterekből épül fel, két bemenete. két kimenete van. és a kettes 
számrendszerben összead a következő módon: a két bemeneten megjelenő 


0 vagy 1 jelek kettes számrendszerbeli összegét adja ki az egyik kimeneten, 
és a maradékot a masik kimeneten. 


Megoldas : 


A tervezendő véges automata a bináris félősszeadó - sematikus rajzát 
a 37. ábrán vázoltuk fel. 


B a É 
37. ábra 
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Írjuk fel annak feltételét, hogy az e, ill. az nm kimeneten I jelenjen meg bh) 
(legyen impulzusi! Ezt tablázattal így adhatjuk meg: 








Xn "47 eat 
"Tag 
"1 TEg et 
Ennek alapján lelirhatjuk a kimeéneteket mint c, és x, függvényét: 
XI "Ma 
elx e) —írra te vrdx, ax) — (ag vega Thx ák Aa Ag et 
mix), x)— XA X2- Ty 40. Abra 
A lélősszeadót most már egyszerűen abrazolhatjuk (38. ábrajl. 
c) 
57 
xy 
§ Ft 
x 
Kg 
38. ábra 41. abra 
Z. Tervézzünk kapcsolókból álló áramkört, amely a kö- 
Feladatok vetkező formuláknak felel meg: 
1. Írjuk le a következő áramkörök működését: a) (xy a xoja(xz — xb 
d) 


a h) (ker xz)a (xz — xx — xg); 


c) xyvidoraxygjví 12. Axy)v (xs Ax. 
3. Tervezzünk olyan ÉS és VAGY kapukból továbbá in- 


verterekből összeállított áramköröket, amelyek a 2. a) Ph), 
c ) formuláknak félelnek meg! 


4. Írjuk le formulával a következő elektronikus egységek - 
39, ábra ből felépített áramkört: 
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42. abra 


43. abra 


5. Tervezzünk 

a ) kapcsolókból, 

h ) elektronikus áramköri egységekből olyan áramkört, 
amelyen akkor és csak akkor fölyik áram, ha három kapcso- 
ló ll. bemenet) közül pontosan kettő működik ! 
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6. Tervezzünk olyan áramkört, amelynek segítségével egy 
előszobában levő lámpát három különböző kapcsolóval le- 
het bekapcsolni, méghozzá úgy, hogy bármely kancsoló el- 
fordításakor a lámpa kigyullad, ha nem égett, és elalszik, ha 
égett (alternativ kapcsoló)! 


2. Minimalizálási módszerek 


Az előző lejezetben a logika eszközeit használtuk fel 
aramkörök tervezésére, leírására. Az eddig: példáinkban 
nem vizsgáltuk azt a kérdést, hogy az adott célra konstruált 
áramkör mennyire egyszerű. Lehet-e — és ha igen, milyen 
módszerekkel - egy adott célra konstruált áramkörrel ek vi- 
valens, egyszerűbb áramkört szerkeszteni? Ez a kérdés pedig 
— érthető módon - az alkalmazások szempontjából ís na- 
gyon lényeges. A következőkben, csak példák bemutatásával 
ismertetünk néhány olyan eljárást, amelyek ilyen egyszerűsí- 
tési feladatok megoldására szolgálnak. Ezeket az eljárásokat 
minimalizálási módszereknek nevezik. 


Gyakorló feladatok 


7. lervezzünk az I. leladatban megadott eri, bh. c) áramkörökkel ek vi- 
valens, egyszerűbb aramkört! 


Megoldás: 


a) Írjuk fel először az áramkör működését jellemző forraulát: 
Axe, ve ara voda eg Va 


A kapott formulát most az ismert azonosságok felhasználásával alakítsuk 
át úgy. hogy egyszerűbb, de az eredetivel ekvivalens formulát kapjunk! Az 
egyszerűbb itt nyilván azt fogja jelentemi, hogy kevesebb , betűt" tartal[- 
mazó lormulához akarunk eljutni, hiszen a kapcsolókból összeállított 
áramkörben minden betűnek megfeleltetünk egy külön kapcsolót. 


Alkalmazzuk a disztributivíitást : 
(dxepvxp veg vagja p lep vegy leg vxyv dei 


Azt kaptuk tehát, hogy a formula azonosan igaz, vagyis az aramkör két 
pólusa között a kapcsolók helyzetétől függetlenül folyik áram. Ezi úgy 15 
fogalmazhatjuk, hogy az áramkör egyetlen kapcsoló, megszakító nélküli 
vezetőből álló , áramkörrel " 15 helyettesíthető. 

A b] áramkörhöz tartozó formulat i5 irjuk lel: 


(x,A ti [eg vega Tea v lez a xy v 
[dr Alry A dx] vi dx, a dev 
zíx. Ax [[dpa ej x] 


A. disztributivitási szabály többszöri alkalmazásával a következő ered- 
ményre jutunk : 


[dd A Aug vr dea dea Te] vé lep Ax, áá 


A kapott formulában az első és harmadik tagból kiemelhető x. A Xs. Így 
a formulát a következő módon egyszerüsíthetjük : 


[do Ax] [day a xs aA Tea 


Ezután vázoljuk a kapott formulának megfelelő áramkört. amely öt kap- 
csolót tartalmaz (44. ábral. A c F áramkörnek megfelelő lormulat könnyen 
felírhatjuk : 


ix, vev Xg vagjak vag voeghaltéj ve] 


— 7 sK a szXg vig 


ho I 
Aze ge 44. abra 


Az azonosság helyessége könnyen ellenőrizhető. A megfelelő négy kapcso- 
lából álló áramkört ts könnyen megszerkeszthenjük 145. ábral. 


Fa 





45. abra 


8. Egyszerűsítsük a következő formulát, azaz irjunk fel egy ezzel ek viva- 
lens, minél kevesebb változójelet tartalmazó formulát: 


[dx pA TEA Te] v[/]x, A xy A xv 


v[x,A dx, á xi] vhr pára xi] 


Megoldás: 


A. formula t. d. n. f. Vegyük szemügyre az egyes tagokat. Az első két tag- 
ból kiemelhető "1x,A "]x,, a megmaradt rész: 1x,v.xa — ij, tehat ez el- 
hagyható. Hasonló ötlettel egyszerűsíthetjük a másik két tagot is. Így a kö- 
vetkező egyszerűbb formulához jutunk : 


[docAuxo] véx, A xi 


Az előző példakban a formulák egyszerűsítéséhez, mini- 
malizálásához más-más ötletet kellett felhasználnunk. A mi- 
mmalizálás gyakorlati fontossága miatt célszerű algoritmu- 
sokat, lehetőleg gazdaságos algoritmusokat keresni a mini- 
malizálási probléma megoldására. A problémának először 
egy speciális, a gyakorlat szempontjából fontos esetét tár- 
gyaljuk. 

Az igazsagfüggvények előállításához kézenfekvő, jól hasz- 
nálható alak volt a t. d. n.f., ill. a t.k. n.f. A függvények 
előállítása szempontjából azonban ez az alak nem gazdasá- 
gos, túl sok betűt tartalmaz. Először olyan, gyakorlatilag is 
jól használható módszereket fogunk vizsgálni, amelyek 
t. d. n. E. ill. t. k. n. f. alakból kündulva, de továbbra 15 csak a 
-], A és v műveletével felépülő formulák körében maradva 
csökkentik a függvény előallításahoz hasznalt betük számat. 

Elemi konjunkciónak nevezzük az olyan koönjunkciót, 
amelynek tagjai különböző valtozók, ill. e változók negalt- 
Jat. Elemi konjunkciók példaul a következők : 


Xp5 lesAxi;  ]XpA IXZAXZA T]Xg; 9Xa. 


Az elemi konjunkció rangjának nevezzük a konjunkció- 
ban előforduló betűk számát. 
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Diszjunktiv normálformának, rövidítve d. n. f.-nek nevez- 
zük az olyan diszjunkciót, amelynek tagjai elemi konjunkci- 
ök. Diszjunktiv normálformák például a következő formu- 
lák : 

xi vi dxiaA xi) vixpaxak 


[TAX A Xz) vé A "1Xx2A "1Xxa). 


A felírt két d. n. f. közül a második t. d. n. f. "s; nyilvánvaló, 
hogy a t. d. n. f. specialis esete a d. n. F.-nak. 

A következőkben elsősorban olyan eljárásokat ismerte- 
tünk, amelyek a diszjunktív normálformák körében keresik 
meg a lehetőleg kevés betűt tartalmazó formulát. 

Egy d. n. F. hosszának nevezzük a formulát alkotó kon- 
Junkciók számat. Fontos lesz számunkra egy adott 
d. n. f.-hoz tartozó, azzal ekvivalens legrövidebb d.n.f. 
(I. d. n. £.) és a legkevesebb szamú betűt tartalmazó, azaz mi- 
nimális d. n. f. (m. d. n. f.). 


A bevezetett fogalmak mintájára lehetne definiálni a konjunktív nor- 
málformát (k. n. 1.), és az ehhez kapcsolódó fogalmakat. A következőkben 
azonban csak d. n. f£.-kal foglalkozunk. A tárgyalt módszerekhez hasonló- 
an targyalhatók a k. n. Í-hoz kapcsolódó eljárások is. 


sok szempontból hasznos és érdekes az igazságfüggvé- 
nyek értelmezési tartományának geometriai szemléltetése, 
[tt 15 hasznos lesz, megkönnyiti a szemléltetést, ha az i logi- 
kai értéket 1-gyel, a h logikai értéket 0-val azonosítjuk. Ek- 
kor például a kétváltozós igazságfüggvények (0, 0), (0, 1), 
(L, 0), (1. 1); értelmezési tartományának szemléltetésére ki- 
nalkozik az egységnégyzet négy csúcspontja (dő. ábra). Érde- 
mes azt is megfigyelni, hogy a csúcspontokhoz és az élek hez 
elemi konjunkciókat rendelhetünk úgy, hogy ezek éppen a 
megfelelő csúcspontokban, ill. a megfelelő élek végpontjai- 
ban igazak (47. ábra). A rövidség kedvéért a konjunkciót itt 
is szorzásként jelöljük, és megállapodunk abban, hogy eb- 
bén a fejezetben továbbra Is ezt a jelölést használjuk. 
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fü. 1) "12 


XT 









(ő. 0) (0) Xi 1 1xa "a Ayláa Xg 


án. ábra 47. ábra 






Ip E 
ze y 
[7 
Az TXa Hg e. 1 A Xn 147 
Ap 14 
AA 48. ábra 


A. háromváltozós igazságfüggvény értelmezési tartomá- 
nyát a (háromdimenziós) kocka csúcspontjaival szemléltet- 
hetjük. A legfeljebb harmadrangú elemi konjunkciókat — az 
előző esethez hasonlóan — a kocka lapjainak, élemek, csú- 
csainak lehet megfeleltetni (48. ábra). 

Nem minden lehetőséget írtunk oda, hogy az ábra ne le- 
gyen zsúfolt. 

Hasonló szemléltetést lehet használni n-változós függvény 
esetében is. Az n-változós függvény értelmezési tartományát 
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az n-dimenziós kocka csúcsainak, élemek, lapjainak, ..., rö- 
viden k-dimenziós intervallumainak megfeleltethetők a leg- 
feljebb n-edrangú elemi konjunkciók. 

A szemléltetést jól fel tudjuk használni a függvények 
d. n. f. alakjában való előállítására. Ha megadunk egy n-vál- 
tozós függvényt, akkor ezzel egyszersmind kijelöltük az n-di- 
menziós kocka csúcsainak egy részhalmazát 15. Azok a csú- 
csok tartoznak a részhalmazba, amelyekre a függvény értéke 
i, azaz 1. Jelöljük ezt a halmazt T/-gyel. Az f függvény 
t. d. n. f. előállítását kapjuk meg, ha a Tf-be tartozó csú- 
csokhoz rendelt elerni konjunkciók diszjunkcióját írjuk fel. 
A T/ halmaz más intervallumokkal is lefedhető; ezek disz- 
junkciójaként az f egy d. n. f. előállítását kapjuk. 


Gyakortó feladat 


9. Szemleéltessük a 3. gyakorló feladatban t. d. n. f.-val megadott [úgg- 
vényhez tartózó T/ halmazt, és ennek segitségével állítsuk elő, lehetőleg 
rövid d. n. £. alakban a függvényt! 


Megoldás : 


A T/ halmazt a 49. ábrán szemléltettük. Az ábrán vastagon kihúzott 
élek végpontjai lefedik a T/ halmazt, így az ezeknek megfelelő elemi kon- 
Junkciók diszjunkeiója d. n. f. alakban adja meg a függvényt : 


1Xx, 1X.v.AjX3 


Most állítsuk elő a függvényt a lehető legkevesebb betűből 
alló d. n. f.-val — azaz m. d. n. f.-val! A d. n.f. betűinek szá- 
mát a d. n. f.-et alkotó elemi konjunkciók rangjának összege 
adja. Világos, hogy a T/ halmaznak olyan lefedését kell meg- 
keresnünk, amelyre ez a rangösszeg a minimális. A cél nyil- 
van az, hogy minél nagyobb dimenziószaámú intervallumok - 
kal fedjük le 7/-et, hiszen a nagyobb dimenziószámú inter- 
vallumokhoz kisebb rangú konjunkciók tartoznak. Látható, 
hogy a dimenzió és a rang összege rögzített, éppen n. 


(16 





j 
"ap Aa Xg 


Xg Ji ábra 


Azt mondjuk, hogy egy f intervallum maximális, ha nincs 
olyan nagyobb dimenziós intervallum, ami I-t tartalmazza 
és még része T/-nek. 


Gyakorló feladatok 
1. Az f háromváltozós lüggyényt a következő t. d. n. f.-val adjuk meg: 


fixp. xxx)  Xxpxoxa vo, geg v o lejar, IX. vXIX2 1X4 


Szemléltessük a függvényhez tartozó T/-et, válasszunk ki T-et leledő ma- 
ximális intervailumokat és írjuk fel az ennek megfelelő d. n. 1.-t. majd nró- 
báljuk meg ezt ís rövidíteni! 


H egoldas : 


A Tf-et az 50. ábrán szemléltettük, vastagon jelöltük meg a T7-et leledő 
maximális intervallumokat. A függvény így kapott d. n. É. előállítása: 


fixnXan ca] segge vegez VX 1] Xa. 
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a). abra 


Az ábráról leolvasható, hogy az x,x, konjunkcióhoz tartozó él kihagyha- 
tó, mert a másik két él is leledi T/7-et. Így a függvény a változók négy elő- 
fordulását tartalmazó d. n. £.-val állítható elő: 

fix. Ca xz]— XXX Xg 


II. Ábrázoljuk a következő függvények hez tartozó T" halmazokat! Ke- 
ressünk lefedő intervallumokat és irjuk fel a megfelelő d. n. f.-et. továbbá 
keresstink . ha lehet még rövidebb d. n. f.-et: 


ad fixp rar] xxx vk, leoxzyvxgxz lév 
v.Xx, 1. Ixzv o líjxxXy; 

hi glx,. rar] xx les vx, lxzxgv 
vXx,p lg; la v o lepezegwe 


0 lxixi leavoláp Vézva 


M egüldets : 
Az a ) feladat esetében az 51. ábrán szemléltettük a T/-et. megjelöltünk 


egy lefedő intervallumrendszert ís. A függvény megfelelő d. n. f. előallítása 
a következő: 


JÉX A za xb —- Xg ka  IXjX3XxXg. 
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V4bÁ 





51. abra 


XT 


Megfigyelhető, hogy még rövidebb d, n. f.-hez jutunk, ha az 52. ábrán 
szemléltetett lefedő intervallumokat választjuk. Erdemes megjegyezni, 
hogy a kapott 


fin Xxnxa]— ey vxgxXg 


alak minimalis d. n. f. Ez az előző d. n. f.-ből bizonyos diszjunkciós tagok 
elhagyásával nem kapható meg! 





52. ábra 
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A b) feladathoz tartozó T/ halmazt az 53. ábrán szemléltettük. 





XI 53. abra 


Észrevehető, hogy ebben az esetben két különböző, maximális interval- 
lumokból álló lefedő réndszert Is kiválaszthatunk (54. és 55. ábra). Ezeknek 
megfelelően. két különböző m. d. n. f.-hoz jutunk : 


glxp. XX) zxp dev öle px va TX 


glx Xzxzh 7 xp lggv xx v Yar a. 





Kg 


ád. ábra 55. abra 


Az eddigi tapasztalatokat a következőkben foglalhatjuk 
össze. Gyakorlati problémák megoldásakor előforduló igaz- 
ságfüggvényeket a leggyakrabban t. d. n. £.-ban könnyű 
megadni. A következő lépés a gazdaságosabb előállításhoz a 
t.d.n.f. rövidítése, minimalizálása. A m. d. n. £. általában 
ném egyértelmű, egy adott függvénynek több m. d. n. É.-ja 15 
lehet. A következőkben olyan, gyakorlatilag ts hasznalható 
eljárásokat ismertetünk, amelyek t.d.n.f. alakban adott 
függvényhez megadják a m. d. n. f.-t. 

Az egyik ilyen módszer az ún. határozatlan egvütthatók 
módszere. Ebben az esetben az n-változós függvényt olyan 
d. n. f. alakban állítjuk elő, amelyben minden, legfeljebb n- 
edrangú elemi konjunkció előfordul az indexes A határozat- 
lan együtthatóval. A határozatlan együtthatókat ezután úgy 
adjuk meg, hogy a m. d. n. f.-hoz jussunk. Egy haromvalto- 
zós függvényt például a következő alakban adunk meg: 


f(x. A 7. xa) e. AT 1Xxi sz AS Xs sz AZ 1Xa sz 


12 1xi IXz4 


vAlx, v Ax: vAlxzvA 
v AT 1x; 1xzv 453 1x, 1xzvAf; 1xixzv 
v A$3 1x,Xx: v 433 1Xx2X3 v Al2Xxi 1Xzv 
v Al3xi xv Aláx; IX v Ajixixov 
v Allxixz v Aljjxoxa v AT33 1Xxi 1xa IX v 
v Af33 1xi 1xaXx3v Af33 1xix2 1xzv 

v AT33 lxix2xzv 
v Al95xi 1Xx2 IX; vAl33xi TX2Xgv 
vAlg3x1X2 TX ÁAlz3xIX2X 3 


A függvény definiciójat és az adott előállítást felhasználva, 
az együtthatókra egy egyenletrendszert irhatunk fel. Ha pél- 
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dául az x,—x.—x35-h értéket adjuk a változóknak, ak- 
kor az 


AT VAS v AT V ATS V AT3 v 39 v 4199 — f(h, h. h) 


egyenlethez jutunk. Hasonló módszerrel írhatjuk fel a többi 
egyenletet 15 : 


AT v AS v Av AT3v AT v AS v 45 f 
AT VA v Afv AT v ASS JAVA f 
ATVALVALV ADVA VALV A -f 
AL v AL V AT v AI VAIGV ASZ v AISZ — f 
AN AZN A3V ATZV At v AZ Ms 


j 
- 


AGY ALV AVAG V AI v AZ3v Aj33 — fi ih), 
AÍLVALVAivAI; VA VAN VAa fin 


Az egyenletrendszer megoldásakor arra törekszünk, hogy le- 
hetőleg a kis indexű együtthatók értéke legyen i, azaz I, a 
nagy indexűekeé pedig A, azaz Ü. 


Gyakorló feladat 


ÍZ. A határozatlan együtthatók módszerével keressük meg a következő, 
háromváltozós igazságfüggvény m. d. n. [-ját ! 


Ü, ha Xj-XI-XI-ET XI.5.x57I, x4— bh, 


TÁX1. Kg, xat — ÉG xisx:.—H, K-i, 
h egyébként. 


Megoldás: 


A függvény definiciója alapján a következő égyenletrendszert irhatjuk 
fel: 


AT v AT VAY V AIT VA v ATTv AT —h 
AP ATVALPVATRv AT válgváiz zi 
AY V ALVASV ATYA vaj vagi s 


ATVALVALVATV AÍzvAlyváAlja — 


ap 


1 Ét (4 I (ék L4k lüd 
AL vALvAgvÁAÁjavA v Av Arza - 
1 Él L 11 11 1lükb 
AL VALVALVALVvALv Ai; v Ai33 — 


AVVAL VASVALL VAL VAI VA[33 — 


Égi 


pop om o ozr 


a 
ÉJ 


AP VALLVA VALLVA VAR VvAIR4—i 


A hamis diszjunkció minden tagja hamis, ebből rögtön adódnak a követ- 
kező értékek : 


a S 14 ST 9 0 SEN € 414 SEN E LA SG € 414 TERT EVÉ GL E 
A1—45—44—4A12—Aj37 Az: 7Aj337 
mm ai 4 111 Hé gl gk gib o üli 
z 4 -Aj2—- Az; - A 1237 AP5Aj3—4A33—4Aí13— 
— 1. 141 1u 14 11 ÉL lül 
—41—Ar:—Aiz—di:j—7 Ai; s Aza s Ajr34— h. 


Ezek felhasználásával a megmaradó egyenleteket a következő alakra hoz- 
hatjuk (felhasználva, hogy a hamis diszjunkciós tag elhagyhatal: 


Mu 
11 1 HG 011 VR 
1: ili ; 


A nagyobb rangú konjunkciók együttható célszerű 4h-nak valasztani, 
igy áz 
atyai an 
választással 
ATA NN AT; 127 
adódik. és ennek megfelelően a m. d. n. H.: 
fix. X2.Xx3h— xiXpv olxa o 1X2Xs 
A bemutatott módszer gépies, könnyen célhoz vezet, de elég 


számolásígényes. Egy n-változós függvény esetében 2" egyen- 
letet kell megoldani. 


A probléma megoldására egy másik módszert, amelyet 
W. Ouine javasolt, a következő gyakorló feladatban muta- 
tunk be. 


Gyakorló feladat 


13. Állítsuk elő m. d. n. f. alakban a t. d. n. f.-val adott 
TEX. XnXpX4)— lep lyoaxaxg vo dxgx. 16 leg v 
v Tex; lézégv o lípearaka XX, o dlYa FXaXg 
v.X, iXxXgigvXIX, ix, lEgv.Xpraga 1X4 


függvényt! 


Megeldas. 
Az első lépésben a következő típusú ,elnyelési" szabályt alkalmazzuk, 
ameddig csak lehet. 
IX /VZX ÍX,— 3 
Az áttekinthetőség kedvéért sorra vesszük a It. d. n. [. tagjait, mindegyiket 
összehasonlítjuk az összes többivel, keresünk hozzá megfelelő párt, ha le- 


het. Ezután leírjuk az egyszerűsítéssel kapott lagolt, és megjelöljük a már 
felhasznált tagot. 


olXp dxzxsxXg  lájx2 dx Vép 0 TXpXa IXgXg. 
"Ixgpxakxgxg X,p o lXz Vépta Xg IXaX3Xg 
XX. o IXa Xg EgpXaka TI Xg. 

A kapott háromtagú elemi könjünketők : 
TArxaxy  lXrXz o iXn Kg o lYzxa XpXa la 
 lXyXgXYg TT YaXsXg, X2 1X3 14. 


Ezekre ha lehet - újra alkalmazzuk az elnyelési szabályt. lelen esetben 
ezekre mar nem alkalmazható a szabály. Ekkor elkészítünk egy olyan táb- 
lázatot, amelyben az oszlopokban a t. d. n. f. tagjai állnak, soraiban pedig 
a megmaradt d. n. f. tagok lamiket nem jelöltünk megj: 
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[. tablazat 


"1 XA. TT, Ex IX ax, "1 XAXA, A; MI A XXX Ag A, xX 1 x 1 A, XXX, IX, 


MA A, 


ax XA, 


axxra, 


XX, 


a 


kk 


xanx, 


1xx.x, 


xx, 


XXIX, 
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A táblázatnak nyole oszlopa és hét sora van. Az egyes sorokban Végig- 
megyünk és jelet teszünk oda, ahol az oszlop fejlécében levő t. d. n. £. tag 
igaz, amikor a sor elején álló könjünkeiő igaz. 

Ezután kikeressük azokat az oszlopokat, amelyekben csak égy jel van. 
Az ezeknek megfelelő könjünkceióknak feltétlenül szerepelni kell a 
m. d. n. f.-ban. A mi példánkban két ilyen oszlop van, az 5. és a 8. Ezután 
kihagyjuk ezeket az oszlopokat, továbbá még azokat ís, amelyeket az tti 
szereplő tagok . lelednek", tehát a példában a 6. és 7. oszlopot. Ugyancsak 
elhagyjuk a már bevett tagoknak megfelelő sorokat Is. 


2. táblázat 














TTXIX.Xg -k -k 
"]Xij.X2 1Xa Tt 

hp XaX4 LE 1 
")XaXx3X4 -t 

Xx:; hxa 1Ya Fk 





A kapoll táblázatból (2. táblázat) azutan úgy célszerű kiválasztani 4 50- 
rakban széreplő tagok közül néhányat, hogy ezek rangösszege minirnális 
legyen, és együtt lefedjék az összes megmaradt t. d. n. Í. tagot. Példánkban 
ezt az első és második sorban álló tagok választásával tehetjük meg. [gy 
végül a következő m. d. n. f.-hoz jutunk : 


fix. Xn Xs. X4]— XI 1Xo2X4v.XyXz leg v 
ve x,xy v de jka IX 


Általában ez a lépés nem egyértelmű. több lehetőség közül ís választha- 
tunk. 


A most megismert (9uine-módszernek az a hatranya, hogy 
az első lépésben túl sok összehasonlítást kell végezni. Min- 
den tagot minden más taggal összehasonlítunk, ez a legrosz- 
szabb esetben — H-változós függvény esetén — 277" (27—1) 
összehasonlítást jelent. Ezen javitott E. Mc €Ctuskey módosí- 
tása. A módosított módszerrel (a €)ue—-Mc €luskey-mód- 
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szerrel) majd a feladatok során ismerkedünk meg. A felada- 
tok között foglalkozunk majd olyan módszerrel is, amely 
tetszőleges d. n. f.-ből kiindulva vezet el a m. d. n. f.-hoz. 

A [1 A, v, teljes függvényrendszerben az adott függ- 
vényt minimális szamú betűvel előállító formula megkeresé- 
sére nem ismerünk jól használható, gazdaságos algoritmust. 
A m. d. n. f.-t rendszerint még kiemelésekkel tovább rövidít- 
hetjük, így már nem d. n. f.-t kapunk. Általában nem igaz az, 
hogy a m. d. n. f.-ból kiemelésekkel a minimális előállításhoz 
jutunk. Az elmondottak miatt a gyakorlat szempontjából 
nagyori fontosak és jól hasznosíthatók a ma. d. n. f.-t előállító 
módszerek. 

Egy további általánosabb, elméleti és gyakorlati szem- 
pontból ís fontos problémakör a következő. Tetszőleges 
F teljes függvényrendszerhez adjunk meg olyan algoritmust, 
amelynek alapján bármely igazságfüggvény előállítható F 
elemeiből szuperpozícióval, majd olyan algoritmust, amely a 
kapott előállítást minimalizálja. Ebben a problémakörben 
sok meg a nyitolt kérdés. Néhány speciális esettel a felada- 
tokban foglalkozunk. 

Végül érdemes megfigyelni, hogy ha elektronikus áramkö- 
röket tervezünk megadott egységekből, akkor egy további 
minimalizálási problémát kell megvizsgálnunk: az adott 
függvényt hogyan lehet előállítani minimális számú művelet 
alkalmazásával? [tt ugyanis az áramköri egységek műveleti 
jeleknek felelnek meg. 


Feladatok 


7. A határozatlan együtthatók módszerével keressük meg 
az 


f(Xx1. X2. Xg) — XyX2X3v.XIX2 TX. v.Xi TX4X3V 
v.XI  1X2 lX4w  Exy ]Xxa TxXa 


függvény m. d. nr. F.-ját! 


8. A €)une—Mc Cluskey-módszerben az adott t.d.n.Í. 
tagjait i és h betűkből álló sorozattal jellemezzük. Például az 
xy 1]x2xz tagot az ihi sorozat jellemzi, erre igaz a konjunk- 
ció. A tagokat aszerint csoportosítjuk, hogy a hozzárendelt 
sorozat hany i betűt tartalmaz (Ü) Í, 2, . .., n szamú i betűt 
tartalmazó tagok). Áz összehasonlítást csak szomszédos cso- 
portok között kell elvégezni. 

A (Juine- Mc €luskey-módszerrel keressük meg a követ- 
kező, t. d. n. Í.-val adott függvény m. d. n. f.-ját: 


fia Xn XX) 7 1xi 1Xxa ]Xa Tágv 
v 1Xxi IX2 lxaxav o ]xi lx2Xxa 1X4v 
v ]lxyx. lxa lIXxayv.xy IX; ]xa lav 
v.1Xxi hxexaxyv o lxyjxoaxXxa lxav.Xxi IXa lX3X4v 
vo IXxiXx2Xx3X4v.XI IX.XaX4 v XgXaX3Xa 


9. Tegyük tel, hogy az n-változós f függvénynek egy ó 
d. n. f. előállításában szerepel egy ax; és egy B 1x; alakú tag. 
Igazoljuk, hogy 


9—ó v ab. 
10. Az előző feladat eredményének felhasználásával az 
fiXxiXxa Xxa)— 1Xi 1]X2v o ]xaxyv.xiXxa ]xXsv 
v 1xixa ]Xs 


d. n. f. alakban adott függyényhez készítsük el a rövidített 
d. n. f.-et, majd ezt egyszerűsítsük a (Muine-módszeérrel! 

11. Az n-valtozós s, (Shefler) és w, (Webb) függvényeket a 
következőképpen definiáljuk : 


SÁAX... X 7 xi[.2][---[d0 5 





— "xy AXxzA Ax), 
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mehen XX] xb] 


"(xy vxav...v.Xx. 


Igazoljuk a következő azonosságokat : 
aj) s.bx,... xb 1; 
we lx,..., x)h— 1x; 
hd) s(x....x, 1x)zi; 


wlx,..., X, "Ix) — h; 


cb o skxixphos. 9 — sÉxivr xi 
whxI. 54 ng A [4 h, hr sg Ah] -- wlx [. . 2 xii 
(1 Sf-an] 


12. A t. d. n. f. felhasználásával adjunk meg olyan eljárást, 
amelynek alapján tetszőleges igazsagfüggvény előállítható a 
w, függvény szüperpoziciójaként ! 

13. Az előző leladatban talált módszer szerint állítsuk elő 
a következő háromváltozós függvényt, w; segitségével: 


fiXi. Aza xa) —  IXI  ]Xa "]Xa kV  1XI . IX.Xa kh" 
v. ]lxiyxXxaxav.Xxy 1X2 IX v.xiXxz Xs. 


14. A határozatlan együtthatók módszerének megfelelő 
módosításával minimalizáljuk a 13. feladatban kapott előál- 
lítást! 


3. Relés áramkörök szerkezete és bonyolultsága 


A 2. szakaszban már néhány példa kapcsán talalkoz- 
tunk olyan áramkörökkel, amelyekben relék, jelfogók mű- 
ködtetik a kapcsolókat. Láttuk, hogy ilyenek tervezéséhez, 
működésének leírásához jól használhatók a logika eszközet. 
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Ebben a fejezetben ilyen típusú áramkörök szerkezetét vizs- 
gáljuk, és néhány olyan feladatot oldunk meg, amelyek az 
áramkörök bonyolultságának becslésével foglalkoznak. 

Először megállapodunk abban, hogy az áramkörök szem- 
léltetését egyszerűsítjük. A kapcsolókat vonalakkal jelöljük, 
a vonal két végét pólusoknak nevezzük. Maga a vonal egy 
kétpólus. Á pólusokat egyesíthetjük is. Ennek megfelelően 
az áramkört gráf szemlélteti. A gráf éleihez logikai változó- 
kat vagy változók negáltjait írjuk, ezek jelölik a kapcsolókat. 
A csúcsok felelnek meg a kétpólusok egyesítéseinek. A grál- 
ban kijelölünk két csúcspontot, az egyik a bemenet, a másik 
a kimenet, Az így kapott sémák természetesen idealizált leirá- 
sal a fizikai áramköröknek. Így például természetesen azt is 
feltesszük, hogy ha a bemenetre áram érkezik, akkor ez az 
egész sémán egyszerre átfolyik, azonnal megjelenik a kime- 
neten 15 (ha a kapcsolók helyzete ezt engedi). 

Az 56. ábrán néhány ilyen gráfot rajzoltunk meg. A beme- 
netet és a kimenetet nyillal jelöltük. 





ej 56. abra 


Minden grálhoz hozzárendelünk egy igazságfüggvényt. Ez 
annyi változás, ahány különböző logikai változó van a gráf 
élén és akkor és csak akkor igaz, ha a bemenet és kimenet 
között folyik áram. 


130 


Gyakorló feladat 


14. Írjuk le az 56. ábrán vázolt gráfoknak megfeleltetétt igazságfü egyvé- 
nyeket! 


Megoldas: 
Az 56a ábrán látható gráfban négy változó van. igy négyváltozós figg- 
vényt kapunk: 
fin Xn Xan Xa) 7 XpX4X4vXpX4XIV 
VX.X.X,VXXgY XXX, ix őlXa lXjxgv 
v .]lxa IXxyX2 1Xa. 
Az 56h ábrának megfelelő g függvény egyszerűbb: 
glx. XnXnXa] ggg vxgvxgV Xg. 
Az 56rc ábrán egy hidkapcsolás vázlata látható. A hozzá tartozó h függvény 
igy irható fel: 
hix ps Xg Xs Xg. Xs) E XgX4VXgAgAg 


Már az előző gyakorló feladat megoldásában is hasznal- 
tuk, hogy a séma működését leíró függvényt úgy kaphatjuk 
meg, hogy sorra vesszük a bemenetet a kimenettel összekötő 
egyszerű utakat (amelyek nem haladnak át kétszer egy csú- 
cson), és az ezeknek megfelelő konjunkciókat diszjunkcióval 
kapcsoljuk össze. Így a függvényt d. n. f. alakjában kapjuk 
meg. 

A fordított feladat az, amivel néhány speciális esetben már 
foglalkoztunk. Ebben az esetben adott függvényhez kere- 
súnk olyan áramkört, ami a függvényt megvalósítja, azaz a 
bemenet és kimenet között akkor és csak akkor folyik áram, 
ha a függvény értéke igaz. Az áramkört jellemző gráf konst- 
rukcióját például a következő módon írhatjuk le. A függ- 
vényt előállítjuk d. n. f. alakban. A d. n. f.-t minimalizáljuk 
az előző fejezetben megismert módszerekkel. Ezután a 
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m. d. n, f. minden elemi konjunkciójának megfeleltetünk egy 
bemenettől kimenetig vezető , sorba kapcsolt" utat, az egyes 
élekre a konkjunkciós tagokat írjuk rá. Végül az elemi kon- 
Junkcióknak megfelelő utakat , párhuzamosan" kötjük be a 
bemenet és kimenet közé. 


(ryakorló feladat 


15. Tervezzük meg a következő függvényeket realizáló áramkörök grál- 
Jat: 


aj begvxghodosa Ttxyhi 


hd x,Bx. Xg. 


Megüldas : 


Az a ) formulát először normálformává alakítjuk : 
"ix, v.x]víxzáa Tegp— Txy 1xovxz Xg 


Ítt ís használtuk azt a rövidítést, hogy a konjunkció jelét nem írtuk ki. Ész- 
revehető. hogy a kapott formulából "71x,-et még kiemelhetjük : 


Mt; v.xzl 
A megfelelő áramkör gráfjat az 57. ábra mutatja. 
"Wa 
"XI 


Xa az. abra 


A b) formulát 18 először alakítsuk át d. n. [-vá. Kövessük mast azt a 
módszert, hogy közvetlenül a művelet definícióját felhasználva írjuk fel a 
t. d. n. f.-t! Tudjuk, hogy az x,Bx,6xs formula értéke akkor és csak ak- 
kor tgaz, ha vagy mindhárom változó értéke igaz. vagy pontosan egy válta- 
zó értéke igaz. Ennek alapján: 

xy tx bá — Xgxzxgv lxyxgágv 


v.X., lX.Xz;vXypX: 1X3- 


132 





A kapott lormulat egyszerűsítsük : 
xpxgxgv o lXpx.ágvx, IXx.x;v.xjx; lXxz— 
z X.X,v.XpXZvXxXpX, — X ix. v.XIVv.Xx2X5 


Az áramkör grálját az 58. abrán vazoltuk. 


ás. abra 


Az eddigi feladatokban egy függvényt a 71. A, v művele- 
tekkel fejeztünk ki, és úgy vázoltuk fel a függvényt megvaló- 
sító áramkör gráfját, hogy a kapcsolókat párhuzamosan 
vagy sorosan kapcsoltuk. A párhuzamos-soros sémák, TÖvI- 
den x-sémák fogalmát a következőképpen definiálhatjuk. 
Egy élből, azaz kapcsolóból álló elemi séma x-séma. r-sémaát 
kapunk, ha véges sok x-sémát parhuzamosan vagy sorosan 
kapcsolunk. Könnyen végiggondolható, hogy az 560 ábrán 
látható hidkapcsolás nem x-séma. 

A. formulák minimalizálása mellett gyakorlati szempont- 
ból ís jelentős kérdés az, hogy egy adott igazságfüggvényt 
hány kapcsolóból, érintkezőből álló áramkörrel lehet meg- 
valósítani. Egy adott igazságfüggvényhez tartozó sémáról 
akkor mondjuk, hogy minimális, ha ez a sema az ugyanezt 
az igazságfüggvényt előallító sémák közül a legkevesebb él- 
ből áll. 


(rvakorló feladatok 


16. Igazoljuk, hogy az 56- ábrán látható hidáramkör minimalis séma ! 


Megoldás. 


A 14. gyakorló feladatban láttuk, hogy az áramkör működését az 
TC. Xa Xan Xg Xs) XpXgvXgAgxs vXgXeV XXXI 


függvény írja le. Megmutatjuk, hogy ez a függvény mindegyik változójától 
lenyegesen függ. Az abra segilségével a következők könnyen láthatók: 


fHi.hohoihh—r-r fih.hohih] zh. 
fihoiohohoj—i a fihohoín hi) zh: 
fü.hoi.hoí)—- ia fihohoh ij s h; 
mihohoihp— ia flish.ohn ho h]) zh. 
fihi.hohoíp— dt fih.i.h.h.h) — h. 


A kapott eredmény azt mulalja, hogy bármelyik változót elhagyva. a 
függyény megvaltozik. Mivel az áramkörben mindegyik változó pontosan 
egyszer szerepel, egyik sem hagyható el. téhál a sérma minimalis. 

IT. Az 

fin xx] — eáge ve TK TX 
függvényhez készítsünk el egy minimális sémát, ami a függvényt megvaló- 
sitja! 

Megoldás: 


A függvényt előállító d. n. f-ról közvetlenül leolvasható az 54. ábran 
látható séma. Megmutatjuk. hogy ez a séma tminimális! Tegyük lel. hogy 
egy háromvállozós függvényt realizáló sémában x, csak negálatlanul for- 
dul elő. Ekkor nyilván 


fli. xx) z fth xs. xi 


teljesül (hiszen x, zárásával nem szakadhat meg az áramköri. Hasonlóan. 
ha e, szerepel csak a sémában. akkor 


f(x... xy 5 fil. xx) 
kell. hogy igaz legyen. Az általunk vizsgált esetben 
fű.h.hh) c FfiRhoh.h] 
tehat kell, hogy az f-et reahizáló sémában "1x, álljon. Ugyanakkor 


ftivívíbz fih ri íl, 


X2 
nEE 34. abra 


tehát c, ís kell, hogy szerepeljen. A valtozókban a függvény szimmetrikus. 
lehát mindhárom változó és a negáltja Is benne kell, hogy legyen egy /-et 
realizáló sérmában. Az 59. ábrán látható sémában mindegyik változó és a 
negaltja pontosan egyszer fordul elő, tehát a séma minimális. 


Azt a kérdést fogjuk vizsgálni, hogy adott n-változós f 
igazsagfüggvényhez mennyire bonyolult sérna tartozik, ami 
ezt megvalósítja. Jelölje Z( 7) az f-et megvalósító minimális 
séma éleimek számát. Hasonlóan £.( f ) jelölje az f-et megva- 
lósító minimális r--séma életnek szamat. Mivel a r-sémak az 
összes sémának egy részhalmazát képezik, nyilván igaz, 
hogy 


LJISLÁJ I 


C. Shannon vezette be a következő fogalmat: jelöljük F-fel 
az n-változós igazságfüggvények halmazát: 


Lin) — max ET) 
L An) — max LAJ) 


A következő néhány feladatban az F(n) függvényt vizsgál- 
juk. Lín) a definició szerint azt a minimális számot jelenti, 
amelyre igaz, hogy minden n-változós igazsaglüggvény leg- 
feljebb Z(n) számú élt tartalmazó sémával realizálható. 


Gyakarló feladatok 


I8. A függvények t.d.n.f és 1.k.n.f előállításának felhasználásával 
adjunk felső becslési £.[nt értékére! 
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M egüldás : 


Az n-változós függvény ft. d. n. (. alakjában legfeljebb 2" diszjunkciós 
tag van, ezek mindegyike n számú betüt tartalmaz. Tehát ez az alak a szo- 
kásos módon legleljebb m.2"7 élből álló sétnával megvalósítható. A függ- 
vény t.k. n. [.-ja legfeljebb 2" konjunkciós lagot lartalmaz, egy tagban m 
darab betű van. tehát ez az alak ís legfeljebb n - 2" élből álló sémával meg- 
valósítható. A két normálformáról azonban ludjuk, hogy duálisai egymás- 
nak. 

Ez azt jelent, hogy a két normállorma tagjainak együttes száma éppen 
2", így a rövidebbik legfeljebb 27 " tagot tartalmaz, tehát ha ezt választjuk 
a függyény megvalósításához, akkor azt kapjuk, hogy 


tín) S n.2yl. 


t9. Adjunk az előző leladat eredményénél jobb becslést £(r-re a követ- 
kező gondolat felhasználásával. Egy n-változós / függvényt előállítha- 
tunk az 


FE e fas xv a Jen vegalea s Xan TA 


alakban, ahol g, és 4. alkalmas, (n— L)-valtozós függvények. 


Megoldás : 


Az előallítást a következő módon használhatjuk fel egy /-et megvalósi- 
tó séma készítésére, Tegyük fel, hogy g,-el és g-t már realizálni tudjuk egy 
5, és 5, sémával. Ekkor f-re a 60. ábrán látható előállítást kapjuk. 





bí abra 


A séma éleinek számát felülről becsüljük. Tegyük fel, hogy §, és §, élei- 
nek száma egy c, , konstansnál nem nagyobb: ekkor 


Ca. S 6.12. 


Mivel c, — Í nyilván igaz, ebből Línj-re a becslés ismételt alkalmazásával a 
következőt kapjuk : 
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Ein) zta haat a 4242 — 
sz 3971 2.9 12 — 3-2 1 —2. 


Az L(n) függvény még jobb, felső becslésének előallítására 
néhány további segédeszközre van szükségünk. Először már 
régről ismert eszközünket, a t. d. n. f.-t fogalmazzuk meg egy 
más alakban. Vezessük be a következő jelölést: x—x és 
xi z 1x. Egy n-változós f függvényt a következő alakban Is 
előállíthatunk : 


fixa xyz VO Flores ő] 


(FL. 2... nb 


ahol a diszjunkciót az összes (€ ,, . .., a) i. h értékekből képe- 
zett rendezett n-esekre kell elvégezni. Világos, hogy csak 
azok a diszjunkciós tagok maradnak meg, amelyekre 
fíc.,....6.1— di, és így az j függvény t. d. n.f. alakjához 
jutunk. 


Gyakorló feladat 


20. Igazoljuk, hogy egy tetszőleges. n-változós függvény előállítható az 
első k (k En) változója szerinti d. n. f. alakjában: 


fix. jlLLÉ 3 Xs Xb HL ldltlÉ XX. - 
OV fless dig Xg ne rre ERT 
Ti, 2. sa Tul 
ahol a diszjunkciót az összes í. h értékekből képezett fe), .... a) rendezett 


k-asra kell elvégezni! 


MM [ar F LÉ idás . 


Elég megmutatni, hogy a kél oldal értéke tetszőleges (e). .... a) 1. A. éT- 
tékekből képzett rendezett 1-esre egyenlő. Rögzítsük először a gp. j.-os Ta 
értékeket. Ekkor a két oldal egyenlősége egyszerűen következik al. d. n. Í. 
előzőleg felírt alakjából. 
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A most kapott előállítást olyan séma konstrukciójához 
használjuk fel, amellyel az eddigieknél jobb becslést kapunk 
LAnj)-re. Az eddig vizsgált sémák helyett általánosabb típusút 
is használunk majd segédeszközként. Egy olyan sémához, 
amelynek egy bemenete és k számú kimenete van, k darab 
igazságfüggvényt rendelhetünk hozzá, amit a séma realizál. 
Minden egyes függvény akkor és csak akkor igaz, ha a beme- 
net és a megfelelő kimenet között áram folyik, Szükségünk 
lesz olyan sémára, amely az összes, 2" különböző n-változós 
elemi konjunkciót megvalósítja. Egy ilyen sémát univerzális 
(1. 27-pólusnak fogunk nevezni, 


Gyakorló feladat 


ZI. Konstruáljunk - lehetőleg gazdaságosan — univerzális (I, 2"]-pólust. 
és számoljuk össze az így kapott séma éleinek számát! 


Megetedes : 


Az ötletet a konstrukcióhoz a következő induktív gondolat adja, 
"— [-re a óla ábra sérmája megfelelő. 

Az n— 2 esetre ezt a sérmát úgy egészítjük ki, hogy mindkét kirnenetéhez 
még egy-egy ugyanilyen típusú sémát kapcsolunk az x, változó számára 
(ól b ábra). Világos, hogy az így kapott (I. $4-pólus univerzális, hiszen leol- 
vasható, hogy éppen az x,x..Xp lXg xx. 1xp1e, elemi konjunkció- 





bi. ábra 


kat realizálja. Az eljárást igy folylatva. n-lépés után a 62. ábrán vázolt 
(1. Pppólust kapjuk, amely nyilván univerzalis. 
Számoljuk össze még az éleket: 


allt Vlp E ly ELÉRT ENNNNNEK CÉ A — jtl og 





áz abra 





Most a 20. feladatban megadott előállítás és az univerzális 
(1, 25-pólus felhasználásával gazdaságos sémát konstruá- 
lunk egy n-változós igazságfüggvény megvalósításához. 
Rögzítsünk - egyelőre tetszőlegesen - egy I Sk£n értéket 
(ezt a későbbiekben majd úgy választjuk meg, hogy 16 becs- 
lést kapjunk Línj-re). Állítsuk elő a realizálni kívánt n-válto- 
zós f függvényt az utolsó n—k változója szerinti d.n.. 
alakjában : 


f(Xűs sen Xn Xkalstées X.— 
Le 4 CO ) Tt 


— AZ TOXpr zs Xn Ökada ser ÖNJXESE ie n " 
lk-t1, . . .. Fn) 


ahol (c. 1. .... 0,) az összes lehetséges i, h értékekből alko- 
tott (n—kj-as értéket felveszi. AZ ffxXg.-.. Xg Űketesss c) 


I 39 


függvényekről csak annyit tudunk, hogy ezek k-változós 
igazságfüggvények. Az összes 27 darab k-változós függvény 
közül bármelyik előfordulhat ezek között, hiszen f-ről sem- 
mit sem kötöttünk kt. 

AZ XÉ5 1 ...X5 elemi konjunkciók között pedig az összes 
27" darab n—k-változós elemi könjunkció szerepel. Az f 
függvényt megvalósító 5, sémat a 63. ábran vazolt alakban 
készítjük el. 


ar 3. abra 


Az S, univerzális (1, 27 9)-pólus, az 5, pedig olyan (27, 1 
pólus, amelynek 27" bemenete, IL kimenete van, és alkalmas 
arra, hogy megfelelő bemenet és a kimenet között bármelyik 
k-valtozós igazsagfüggvényt realizálja. Az §, séma minden 
egyes kimenetét azonosítjuk az 5, megfelelő bemenetével. 
Az 5§,-nek azt a kimenetét, amely az xés, ...xg" elemi kon- 
junkciót realizalja, az §.-nek azzal a bemenetével azonosít- 
juk, amely a megfelelő fix, ..., X.. Cgaga s Ta) k-változós 
függvényt valósítja meg (előfordul, hogy több kimenetet is 
ugyanazzal a bemenettel azonosítunk, és bizonyos bemene- 
tek kimaradnak). 


Gyakorló feladatok 


Z2. Igazoljuk, hogy az előző konstrukcióval kapott S, sérna az f függ- 
venyli realizálja! 
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Megoldás: 


Az univerzális (1.27 9-pólus két kimenete között . konstrukciójánál 
fogya soha nem folyhat áram, hiszen bármely, a két kimenetet összekötő 
út mentén van olyan változó, amelynek a negáltja is szerepel ugyanezen az 
útar. 

Az 5. sémát úgy építjük fel. hogy a 19. gyakorló feladatban megismert 
módszérrel mindegyik k-változós lüggvényhez elkészítjük a megfelelő sé- 
mát, majd az így kapott sérnaák kimeneteit azonosítjuk. Ekkor a leirt konst- 
rukció biztosítja, hogy az § séma bemenete és kimenete között akkor és 
csak akkor lolyik áram. ha f értéke igaz. 

23. Az 5 séma éleinek összeszámolásával adjunk lelső becslést Eírr-re! 


Megoldás : 

Becsüljük felülről külön 5, és külön §. éleinek számát! A 21. gyakorló 
feladat alapján az 5, univerzális (1, 2779 pólus éleinek szárna 

ze tti 2z2.gek 
A 13. gyakorló feladat eredménye és az 5, konstrukciója szerint 5.-ben az 
élek számat felülről így becsülhetjük : 
263. og ezt a-t —2.at 2 
A két becslés alapján Linj-re a következő lelső becslést adhatjuk : 
Tin 2.2 ta2.x 2 


ahol LEkZzn. 


Látható, hogy az Lín) becslésének értéke k-tól figg. Azt 
kell elérni, hogy k értékét , jól" válasszuk meg, nagy n-ekre 
minél jobb legyen a becslés. A feladatok során fogjuk igazol- 
nm, hogy tetszőleges ez ü számhoz van olyan 9, z-tőól függő 
szárn, hogy ha n- N, akkor 


H 


Tin) s 4495. 


14) 


Másrészt igazolható, hogy minden n- 1 egész számra 
an 
— az [ín]. 
H 


Ezeket az eredményeket először €. Shannon igazolta. 
0. B. Lupanov megmutatta, hogy az Lín) számsorozat 


ugyanúgy viselkedik, mint a — sorozat, azaz pontosabban 
H 





nam 2 


Inn 





Feladatok 


15. Tervezzünk az 
f(x. Xg x3]) — xyXxitr ]X2Xx; 


függvényhez olyan áramkört, amely megvalósítja a fúgg- 
vényt! 
16. Tervezzünk az 


fiXn Xs Xa) — XiX2.XGY Xi 1X2 Xn 
függvényhez kétféleképpen 18 minimális sémát! i j 
17. Igazoljuk, hogy az 56c ábrán látható hiídáramkörrel 


realizálható függvényhez nincs olyan rr-séma, amely ugyan- 
ezt a függvényt realizálja, és öt, vagy annál kevesebb éle van! 
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18. A 23. gyakorló feladat eredményének lelhasználásával 
bizonyítsuk be az Línj-re adott felső becslés helyességét! 
19. Igazoljuk, hogy az egyszerű 


Tínjz2n 


becslés fennáll! 
20. Vezessük be a következő jelölést : 


PÁX is tes xy) — xibx.B...BX 
VAX ss Xn) — x.BxB...Bx, Di 


K onstruáljunk minimális sémát 


a) P, Oz: 
b) P 5, 0; 
megvalósítására ! 


Z1. Induktív módszerrel készítsünk olyan sémákat, ame- 
lyek a P, és 0, függvényeket realizálják ! 

22. Az előző feladat eredményének felhasználásával ad- 
junk. felső becslési ZíP,) és L(0,) értékére. Keressünk alsó 
becsléseket is! 

23. A feladat megfogalmazása előtt néhány fogalmat veze- 
tünk be. Két n-jegyű, kettes számrendszerben felírt szám ösz- 
szege legfeljebb n-- I jegyű. Ennek megfelelően H-jegyű szum- 
mátornak nevezzük az olyan (l, 1--1)-pólust, amelyben az 
éleket az XI...., Xg Urs... Va változók vagy negáltjaik jelö- 
lik, és az n-4l kimeneten sorra az X.X.-1...Xi a ÉS 
Van- 1 Vg kettes számrendszerbeli számok összegének 
egyes jegyei valósulnak meg. A helyiértékek mindig jobbról 
balra nőnek. A sémát induktív úton, az összeadás szabályai- 
nak megfelelően lehet felépíteni. Jelölje s; az eredmény i-edik 
jegyét, p; pedig az í-edik maradékot. Az SÁX; Yv. pi) és 
Piri Yo DP) nyílván igazságfüggvényekként kezelhetők 
CV. Da S; értéke csak 0 vagy 1 lehet). 

Határozzuk meg az s; és p;. , függyényeket! 
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24, Készítsünk sémát n jegyű szüummatarra ! 
25. Adjunk becslést a megkonstruált séma elemei sza- 
mara! 


A HI. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 

1. a) Az aramkör működését leíró formulát az abra 
alapján könnyű felirni: 

"xy vllxi v Txghalxav 1xz))v 1x2 v.o. 


b) Ebben az esetben is az ábráról tudjuk leolvasni a meg- 
felelő formulát : 


(er A (hoza lor vga ag) vixz a xv 
v[dd2AAl a xz)v[/dxp A Ta] v 
v DocAuhlloi A Ax) v 1xi)]. 
c ) Itt is könnyű az Abráról leolvasni a megfelelő formulát: 
(xi vx. v.Xxz;vx.alxi vxz v.xa)a (xi v.xa) 


2. a) Fejezzük ki először az adott formulát normaálformu- 
laban: 


( dxg vaxg]Jaf Teo v.xz]. 


A kapott formulának megfelelő áramkört már könnyű fel- 
rajzolni (64. ábra). 


"Xi 74 


22 53 N. 64. ábra 
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b) A formulát először az ismert azonosságok felhasználá- 
saval átalakítjuk : 


"MW lxg vxz]jal 1xzv.xzhv 1Xyvxy— 
—ÍxjaA Txa]jvÍrsA T]xalv l]xjvxir 
— "]xyv 1x;v.xzvhixsA 1x)—i 


A formula azonosan igaz, tehát az , áramkör " egyetlen, meg- 
szakító nélkült vezetőből all. 

c) A formulát itt ss át kell alakítanunk úgy, hogy a 1 jel 
csak változó előtt szerepeljen : 


xyvf dxpAxg]vÍ/]xc AX4y]v 1X3Vv1X4. 


A kapott formulának megfelelő áramkört már könnyű felvá- 
zolni 165. abralk 





65. ábra 


3. a) A 2. a) feladat megoldásában a formulát atalakítot- 
tuk. Ez az átalakítás mutatja, hogy a keresett áramkörnek 
három bemenete lesz (háromváltozós formula), és mivel öt 
műveleti jel van a formulában, öt áramköri egységből épül 
fel az aramkör (06. ábrak I 

b] A 2. b) megoldásakor lattuk, hogy a formula azonosan 
igaz, tehát az , aramkör" itt is egy vezetőből állhat. 

c ) Ebben az esetben is az a célunk, hogy a lehető legkeve- 
sebb egységből álló aramkört konstrualjuk meg. Az egysé- 
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60. abra 


gek számát Itt a formulában szereplő műveleti jelek száma 
mutatja. Ebből a szempontból a 2. c ) feladat megoldása s0- 
ran alkalmazott átalakítással kapott formula nem a ,.leg- 
jobb". A formula eredeti alakja most előnyösebb, különösen 
akkor, ha 4 bemenetű VAGY-kapu alkalmazását is meg- 
engedjük. A megfelelő áramkört ezek alapján 7 egységből 
építhetjük fel (67. ábra). 





67. abra 


4. a) Annak feltételét, hogy az f kimeneten megjelenjen 
feszültség, egy négyváltozós függvény adja meg. A függvényt 
az abra elemzése alapján könnyű felírni : 
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J(XLXnX3, x4 — (XA xajv ( 1xza xa)v 
v "T(x a x4]. 


hd Ebben az esetben egy ötváltozós függvénnyel jellemez- 
hetjük az áramkört : 


GgÁXx 1. X2 X35 Xa. X5)— Xg A (hog A XA xg)V 
vor A XDA TX A xz) v 7I(x4 A xs). 


5. A szavakban megadott feltételt írjuk fel először logikai 
formula alakjában: 


[ed Ax a Ax) vér, a xx) v( dx A xz a xs), 


A kapott formulának megfelelő áramkört már könnyű meg- 
szerkeszteni (68. és 69. Abral. 


Xf ke rt 13 
tl lt EL ee 
Eg; B ett Age ón, ahra 





éa, ahra 
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6. Jelöljük 0-val a kapcsoló alaphelyzetét, és 1-gyel az el- 
lenkező helyzetet. Ezzel összhangban 0 jelölje azt, hogy a 


lampa világít, és I, hogy nem. Ha x,, x2, xs jelöli rendre a 
kapcsolókat, akkor azt az f(x, x2, xa) függvényt, amely a 
kivánt feltételeket fogalmazza meg, értéktáblázattal adhat- 
juk meg legkönnyebben: 


fe XA Ja xa) 





Ü 0 
0 j 
0 I 
l l 
9 0 
I 0 
I 0 
I t 


A tablázatról leolvasható, hogy az f függvény valóban 
eleget tesz a kívánt feltételnek. A megfelelő logikai formulát 
2 0-t 4-nak, 1-et i-nek választva — az értéktáblázatból igy Iír- 
hatjuk fel: 

[Xg AXZA xzjv[/dX4 A TIXZA XV 
v(dXpAXZA Txz)véxp A TIX2A TX). 


A formula alapján az áramkört például a következőképpen 
tervezhetjük meg: (70. ábra) 





TÜ, ábra 
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7. A 12. gyakorló feladatban megismert módszerrel oldjuk 


meg a feladatot. Az / háromváltozós függvény t. d. n. f.-ját 
ismerjük, ennek alapján a következő egyenletrendszert ír- 


hatjuk fel: 
AT v AZ v AVAT V AS 5 v A 2 v Ag — j, 
A? v 49 v AL v A93v 49) v AZ v 433 — h, 


AS VA) v Av ATP V AT VAS V AB ah, 
A? v AP v Al v Av ATyv Az; v Als — h, 
AV VAD VAS VAIZV AIR VAS VAI33EL 
A! v AV ALVAIVALVAIZVAÁISS— I 
AVVAL ASgVv ALL VAIGVvAZz;vAiza si 
AY VALVALv AI v AL VAZZVvAl23—i 
A második, harmadik és negyedik egyenletből a diszjunkció 


tulajdonságát felhasználva (hamis diszjunkció minden tagja 
hamis) a következőt kapjuk : 


A? — 4? — A) — A93 — A(z; — AZ; — 
AS A) — AT — 433 — 4123 — A 
LL RRNÉTTÉÉ 


A kapott értékeket az egyenletrendszerbe helyettesítjük és 
felhasználjuk, hogy a hamis diszjunkciós tag elhagyható: 
ASZ V AI23—i 
v Al vAizvá4Aizv aA 123 71 

ALVAILVAÁIRVAIZB 7 
AVVAL VAIGVÁAIzF 7 


AVAT VAILVAI3L— I 
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A kapott egyenletrendszert most úgy célszerű megoldani, 
hogy a lehető legkevesebb számú és legkisebb rangú elemi 
konjunkció együtthatója legyen i. Az első két egyenletből: 

433— 41-i, 
a többi diszjunkció ís az, tehát a további együtthatókat 
h-nak választhatjuk. Ezzel az f függvény következő, mini- 
mális d. n. f.-jahoz jutottunk : 

fiXp. Xan Xh— Xg v le: Ta. 

8. Az adott / függveny négyváltozós, és a t. d. n. f.-ját is- 
merjük. Ennek alapján könnyű felírni az egyes csoportokat: 
hahh, 
hah, hhih. hihh, ihhh, 
hhüi, hüh, ihhi, 
hitt,  ihil, 


ítt. 


A szomszédos csoportok beli elemek összehasonlítása és a 
megfelelő kiemelések elvégzése után a következő, harmad- 
rangú csoportokat kapjuk : 


hhh-,  hh-h, h-hh. -hhh, 
hh-i,  -hhi,  hht-, h-ih, hi-h, ihh-, 
h-ti, -hii, hij-,  ih-i, 
-éii, dt. 
A kapott csoportokban ismét csak a szomszédosokat ösz- 
szehasonlítva, másodrangú konjunkciókhoz jutunk : 


hh--,  -hh-, h--h, 
-h-i, — h-i-, 


a ejt. 
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Ez után már a Öuine-módszer alkalmazásakor megismert 
táblázatot egyszerű összeállítani. A táblázatnak 6 sora és Il 
oszlopa lesz (3. tablazat). 


3. tablázat 


hhhh hhhi  hhih hihh ihhh hhit hiih o ahhi hin ibn uti 











hh Tt -k Tt Tt 
hh tk tk Le -k 
mh -k Tk 4 Tt 
h—i La p E Tt 
h-1- -k azt -k 
—I -k kk 4 


A táblázat 4., 5. és 11. oszlopában csak egy jel van, ez azt 
jelenti, hogy a megfelelő sorokban álló diszjunkciós tagok- 
nak feltétlenül szerepelniük kell a m. d. n. f.-ban. Azt 15 végig 
kell nézni, hogy ezek a tagok melyik oszlopot , fedik le". Ek- 
kor azt tapasztaljuk, hogy ezek az elemi konjunkciók együtt 
az összes oszlopot lefedik. A m. d. n. f. tehát a következő 
alaku: 


fux. Xs Xx4 7 xy 1xgv 1X2 IX Vv.X3X4. 


9. A feltétel szerint az / függvényt a ó formula állítja elő : 
f(xi ss Xn) — Ő. 


Azt kell igazolnunk, hogy tetszőleges i, A értékekből képezett 
H-ESTE 


FT(X1. sss Xa) — ő veb. 
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Válasszuk először az i, h értékek (ar, . . ., a,) rendszerét úgy, 
hogy f(x... 3) — i teljesüljön. Ekkor 


i-ivaf 
nyilvan teljesül, tehat ebben az esetben az allítás igaz. Vá- 
lasszunk most úgy egy (8, . .., 8.) r-est, hogy 


FiBis B) h 


alljon fenn. Ekkor azt kell igazolni, hogy a6— h is teljesül. 
A feltételből tudjuk, hogy a ő t. d. n. f. így írható fel: 


6 —- yvax;v ő IX, 


Mivel 6— h, így az a8,— h és 5 18.— h egyenlőségek is igazak. 
Ez csak akkor állhat fenn egyszerre, ha x— h és $—h közül 
valamelyik igaz, tehát 


a87h. 


1. A függvény adott d. n. f.-ját az előző feladatnak megfe- 
lelően alakítsuk at! Először keressük ki a megfelelő wx., 
8$71x, párokat. Ezek a következők: 


 1Xi 62 XiX2 1Xa; TVXi IX TlxXyXxz 1x3; 
 1X2Xa XiXxz 1Xz; 1X2Xa o 1]XiXa. IlXs; 
XiX2 llX3, IXIXx: ]X3. 


Az előző tétel alkalmazasaval kapott d. n. f.-t a megfelelő 
egyszerűsítések alkalmazása után így irhatjuk fel: 


fixa. X2, X3)— 1xi 1Xx2v1Xy 1XzV 1X.X3V 
vXa; 1]Xa. 
Az im. d. n. £.-t ebből a €Yuineé-mődszerrel kaphatjuk : 


fiXxi.X2. Xg) 1xy 1xiv 1x2Xs v.X2 IXa. 
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11. Az azonosságok igazolásához a definiciókat használ- 
juk fel: 


a) sÚx,...x)z JÍ(xa...Ax)— 1x ÉS 
w f(x, .... xh— TÍxv...vx)h— IX. 
b) s(x.....x, 1x)— TÍxa 1x)j— TA 

w,hx,...., x "1x)- 1íxv1x)j— 1i—-h. 


, 


Érdemes észrevenni, hogy ha az s, vagy w, függvény n (51) 
változója közül néhány, de legalább egy helyett x-et, a többi, 
de szintén legalább egy helyett "1x-et irunk, akkor ugyan- 
csak i, ill. k értéket kapunk. 

c) Az s,-re vonatkozó azonosság a definició alapján iga- 
zolható. Csak azt kell felhasználni, hogy az igaz konjunkciós 
tag elhagyható: 


sr ssn Xn Ív... ij) — TTÍXpALLLAXATA AT] 


z "(Xi ÉL. A xy — sAXi kinti xi). 


Hasonló módon igazolható a w,-re vonatkozó azonosság 15: 
w hX 4419 A [a Ah, 54 ag R) -— 
— T(x sv... vxevhv...vh]jz 
z (xv... vxg— wlei. xX 
12. Induljunk kia "1f függvény t. d. n. f. alakban történő 
előállításából : 
EX aes Xr) 
— F VEG. VE pe 


Itt az F, (I StEk) diszjunkciós tagok elemi konjunkciók. 
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A De Morgan-azonosság alapján 
F(Xi. s Xe EGVEGV. Fog) 
— Ea lPizl if a. 
(a w, függvény delimicióját használtuk itt fel). Még az F;, ele- 


mi konjunkciókat kell a ] függvénnyel kifejezni. Egy elemi 
konjunkció a következő alakú: 


Xpt 


a 3 
LXI 


— 21 
Pi, 7 xx 


ahol ha x,—( akkor "1x, x,— ] esetén pedig x; áll. Ismét a 
De Morgan-szabály lelhasználásáva! F,-et a következő 
alakban irhatjuk fel: 


F.- TÉT vev "ax. 
JEL A étel lta Ft ése IGA Hl ha. éötő 


A HI. feladat eredményeit felhasználva, most már f-eta w, 
függvény (az n-változós ] függvény) segítségével könnyen 
k ifejezhetjük. j 

Erdemes észrevenni, hogy hasonló módszerrel - a t. k. n. f. 
felhasználásával — tetszőleges n-változós függvényt egyedül 
az 5, segítségével ís ki lehet fejezni! 

13, Alkalmazzuk a IZ. feladatban leírt módszert. Adjuk 
meg először " 1f-et értéktáblázattal: 





II! V 
i Í i h ! 
i Í h Í Ah 
Í h i h i 
i h h i h 
h i Í Í Hi 
h i A H i 
Ah h i i h 
A h h Í ht 
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Az értéktáblázatból kiolvashatjuk "7 t. d. n. f.-ját: 
"f(x. X2. X3) — xyXxixa v.Xg IX2XzV ]XyX2 1X3 


Az f függvény tehát elemi konjunkciók ból a haromvaltozós 
I művelettel így. irható fel: 


fixn Xan Xxa) — xix2xylxi Txzxs]l VXixX2 1Xs. 


Az elemi konjunkciókat a w:-mal kifejezve a következő 
alakhoz jutunk : 


fex xx —e tel te] telet lx2l 7) 


xi] 1x2lxa 


Méga "1 műveleteket kell a II. a) feladat alkalmazásával 
kifejezni: 


fer Xn x3) — ba hxi beh bee v2]] 
[eg beabeaNlíbe be hee lesbe lx5)l 
lé, lhezlx2lxoejlx) 


l4. A ] művelettel felépülő formula minimalizalásakor 
megállapodunk abban, hogy egyrészt az a célunk, hogy mi- 
nél kevesebb művelet, másrészt minel kevesebb váaltozos mú- 
veletek forduljanak elő. A "1 egyváltozós [ műveletnek te- 
kinthető, tehát ennek alkalmazását 15 megengedjük. 

A háromváltozós függvényt most az összes, legfeljebb há- 
romtagú ] művelettel felépülő kifejezést felhasználva a ] mú- 
velettel, határozatlan együtthatókkal állítjuk elő. Ebből az 
előállításból, f definiciója alapján 8 egyenlethez jutunk. Az 
egyenletek megoldásakor arra törekszünk, hogy minél keve- 
sebb tagot tartalmazó kifejezések együtthatóit válasszuk i- 
nek. Az eljárás közben azt kell szem előtt tartani, hogy egy ] 
művelettel felépülő kifejezés értéke akkor és csak akkor i, ha 
minden tagja h. 
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Az előző feladatban adott függvényre írjuk fel a 8 egyenle- 


tet; 
ALLA:LASJAT 451483 Af3 - h, 


Ar LA: LAS LATZLAT3 1423 1A123 — i, 
ALLA; L4A3lAT 4091 435 A(33 zh, 
Ar LAZLAZLAT:LAT31A2314123 — ih 
ALLA: LAS LAr3lA131A2514A123 — ih 
ATLALLASLATZ LAT LA331Aí23 — h, 
AT LAZLÁAZLA: 2 LA131A231A123 — i 
ATLAZLAS LA [Ar LA231A133 7 i. 


Az i értékű egyenlőségek minden tagja csak h lehet. Ebből a 
következőket kapjuk : 


At — Ab — 43 — 499 — 48) — 494 — 4994 — 
— 49 — AM) — AJ) — AT ; 
— 418 — 483 — 4133 — 414 — 433 — 

— 413 — 434 — AI € h 


A megmaradó harom egyenletet igy egyszerűsíthetjük (a ha- 
mis tag elhagyható): 


A99 [4900 — pH, 
ATSLAT33 7 h, 
74194 — h. 
Ezeket az egyenleteket kielégítő, legjobb megoldás : 
Aiiz7-i 0 Alz3—i  ATSzZ7A[337h. 
Az j függvény keresett előállítása tehát a következő: 
fer.Xxxg— bel mele xs] 13) 


1 
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15, Alakítsuk át a formulát úgy, hogy csak A. v és "1 sze- 
repeljen, "7 jel is csak változójel előtt: 


xiXxzeTx2Xx; — (xix2e 1Xx2xa)( 1x2xsoxix2) — 
zíf 1xyv 1xsv 1xoxXxajlxav 1xzv.xyxaj) — 

 JXyxav o lxy Bv -x.  1X4i - 

Axlxzv dxz)v xx 


A megfelelő aramkör vazlatat a /l. abran rajzoltuk meg. 


HF; ag i1. abra 


16. Az adott függvénynek megfelelő áramkör sémájat az 
előállítás alapján rajzolhatjuk fel (72. ábra). Igazolni keli 
még, hogy a megadott séma miuumális. Ehhez elég megmu- 
tatni hogy minden olyan sémában, amely az / függvényt 
realizálja, xy, és "1; jelű élnek ís kell szerepelnie (I SFErh- 





T2. abra 


Tegyük fel, hogy egy f-et realizáló sémában csak x; fordul 
elő. Ekkor nyilván 


IIA 


h, XrrIl: mon na x.) 


J( 


A]: 2 sg 
S FO Xn b Xgadr es 


1-1 


X 


teljesül minden Éxg,..., Xpt Xp41s ss Xa) (n— 1)-esre. A mi 
esetünkben viszont a csupa A-ból álló (n— 1])-esre éppen a 
fordított egyenlőség igaz: 


fih,h,....h....hhsisz fih,...hoih,....h)— h. 


Ebből adódik, hogy egy §f-et realizáló sémában "1x; jelű él- 
nek is kell lennie. Hasonlóan látható, hogy x; jelű él is van 
minden, f-et realizáló sémában. Mivel a 72. ábrán megraj- 
zolt sémában minden x; és "1x;, pontosan egyszer szerepel, a 
sema minimai1is. ; 

Az f-et definiáló formulát átalakithatjuk a következő mó- 
don: 


] 
kJ 


f(Xis. X-ben v xx v 13)... 
.. (Xx.cer va v TX. 


Ebből az alakból a 73. ábrán látható sémát kapjuk. A sémá- 
ról az előző módszer szerint igazolható, hogy szintén mini- 
mális. Ez a példa azt mutatja, hogy egy adott függvényhez 
tartozó minimális sérna nem egyértelmű. 


Xf kg Am. Xn 


—e X K.K ... A A RT; ora 


17. A 14. gyakorló feladatban láttuk, hogy az aramkör a 
AÍX 1 24 Ag Aga X.] — XyXg vo XgjxXaxs vV XaXsz v Xak3ka 


függvényt valósítja meg. A függvény mmd az öt változójától 
lényegesen függ, így nyilván csak legalább öt érintkezőt tar 
talmazó r-sémával lehet megvalósítani. Azt akarjuk igazol- 
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ni, hogy nincs olyan öt érintkezőt tartalmazó 7r-séma, amely 
a függvényt megvalósítja. 

Indirekt úton bizonyítjuk az állítást. Tegyük fel, hogy van 
olyan, öt érintkezőt tartalmazó :r-séma, amely a h függvényt 
megvalósítja. Megmutatjuk, hogy ez a feltevés ellentmon- 
dásra vezet. 

Az előző leladat megoldásában alkalmazott gondolatme- 
nettel látható, hogy a feltételezett séma minden változót a 
negaciójel nélkül tartalmazza. A rx-semának megfelelő for- 
mulát tehát a változókból csak konjunkció és diszjunkció 
művelettel írhatjuk fel. Tegyük fel, hogy az utolsó lépésben a 
diszjunkció műveletét alkalmaztuk, tehát k a következő 
alakban allítható elő: 


Fix. Xan X3.Xa.X53)— hp vh. 
[tt a h, és A. formulákban nincs közös változó. Tegyük fel, 
hogy 4,-ben szerepel x 3. Legyen xs és x, értéke A; ekkor az 
ismert előallításból 

hix, h, Xs. h, Xs) — xiX3X5, 
tehat 

xiX3Xs — hp v.o. 
Ez csak úgy lehetséges, hogy h, — kh, mert ellenkező esetben 
h,-nek is függme kellene x;-tól. Azt kaptuk tehát, hogy A, 
függ az xi, X3, Xs változóktól. Hasonló okoskodással az 
xip—xszh helyettesítéssel azt kapnánk, hogy h, az x; és x, 


valtozóktól 15 függ, tehát h,-ben mind az öt változó szerepel, 
aru lehetetlen. 


Hasonló ellentmondásra jutnánk, ha k-ról azt tennénk fel, 
hogy 


hahh. 


alakban allítható elő. 
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18. A 23. gyakorló feladatban azt az eredményt kaptuk. 
hogy tetszőleges nz1-reés I1E8kSn mellett 
Tán E 2.27ta2.B.2 


Azt akarjuk megmutatni, hogy tetszőleges ze 5 Ú számhoz van 
. olyan X, hogy ha n- N, akkor 


Fr 


Ehhez az eredményhez eljuthatunk, ha megmutatjuk, hogy a 
k értékének alkalmas megválasztásával az allítás igaz. 

Válasszuk k értékét úgy, hogy kielégítse a következő 
egyenlőtlenséget : 


log-n—a—1] ak £ log. H— ax, 
ahol a5 0, rögzített szám. Ebből 2"-ra a következő becslést 
kapjuk : 
H 
—— ez 25 d — 
2er 1 7 5 
Az Lín) felső becsléseként kapott kifejezésben szereplő első 
tagot ennek alapján így becsülhetjük : 
2" 2" 
2.277 — 2.— a 4.27 — 
2" n 
A becslés második tagját a következő módon tudjuk felül- 
ről becsülmi még (2 "— § jelöléssel]: 
2.25.2 ez BAY. 
Ezek alapjan 


L4n) a n" 
2 s 4.2 142857 
H 





láb 





Mivel 1—§ 5 0, hím Ty 


En) 
al 


Ft 


— ú. tehát ni N-re 


Ve 9 


s 4-e. 





19. A 40. feladatban lattuk, hogy van olyan n-valtozós 
függvény, amelyhez tartozó minimális séma 2n élt tartalmaz. 
Ebből következik, hogy 


DÁN) 2 2n. 

20. a) A P. és 0. definícióját felhasználva írjuk fel mind- 
két függvényt alkalmas alakban, úgy, hogy közvetlenül leol- 
vasható legyen a megfelelő séma konstrukciója : 

Mo(xi. Xx2]— XXV. IX IX2. 
A megfelelő sémák a 74. és a 75. ábrán láthatok. A 0. séma- 
járól már a 16. feladatban láttuk, hogy minimális. P,-éről 
hasonló módszerrel igazolható ugyanez a tulajdonsag. 





74. ábra 75. ábra 


b) A sérna konsirukciójához a P; és 0, definíciója alapján 
szintén irjuk lel célszerű alakban a formulákat: 


P.O, X2.X3)— XIX2XV.X,1X2 TEV 1XyX2 Xg 


v ]Xxir IX2Xx3 


IE Matematikai logika 16] 


DAL x2xz)— xx; 1Xxzvxyölxoxyv lxyxgxyv 


v olxXi 1X2 IX3. 


A formulak alapján közvetlenül egy-egy 12-12 élből fel- 
épülő sémát konstruálhatnánk a függvények megvalósításá- 
ra. Ezek x-sémák volnának. Előnyösebb azonban az élek 
számat vizsgalva a következő, nem r-semák konstrukciója 
(70. ábra és 77. ábral 


78. abra 





77. ahra 


Mindkettő 8 élből áll. átgondolható, hogy ezek minimális 
sémák 15. 

21. Először azt érdemes észrevenni, hogy F, értéke akkor 
és csak akkor :, ha páratlan szamú x;, értéke r, 0, értéke pe- 
dig akkor és csak akkor i, ha páros számú x; értéke i. 

Az előző feladatban P, és 0, számára megkonstruált sé- 
mákból kiundulva szerkeszthetünk PF, és 8, számara megfe- 
lelő sémát. A sémakat a 78. és a 79. aábrakon rajzoltuk meg. 

Amennyiben PF, ,, ill. 0,- , megvalósítására alkalmas sé- 
ma már rendelkezésünkre áll, ezekből P -nek megfelelő sé- 
ma (80. abra), ill. 0,-nek megfelelő séma (81. ábra) már köny- 
nyen szerkeszthető. 


162 














ts. abra 


Tú3. ábra 


XÚ. abra 


$1. ahra 


22. A 21. feladatban konstruált sémak éleit összeszamolva, 
a következő felső becsléseket kapjuk : 


LP) S 4n- 1), 

L(0,) S 4n—1). 
Alsó becsléseket arra a gondolatra alapozva kaphatunk, 
hogy P, és 0, közül egyik sem monoton egyik változójában 
sem, tehát mindkettő sémáajában minden változónak és a ne- 
gáltjának megfelelő él ís kell, hogy szerepeljen. Ebből követ- 
kezik, hogy 

2nzstíP,]) 

ns tí0,) 


23. A kettes számrendszerbeli összeadás szabalyai alapján 
irhatjuk fel a definiciókat: 


sAX Yo Pi) — Xx.BYDP, USN) 
SZE ei lsd [ENE 
m7-h, 
Pisalxr 3 P-n v vb (SH). 
24. Az n Jegyű szüummator sémajat induktív módszerrel 


tudjuk könnyen megszerkeszteni. Az előzó feladatban ka- 
pott összefüggéseket használjuk fel ehhez. 


Minden I! SiSn értékre megadunk egy 21, (1-2) pólust, 
amelynek bemenete, ill. kimenetet sorra Az Sy... Sc, §i 
Pixir.  TPia a függvényeknek felelnek meg (32. abra). 


A 2 (1, 3) pólust a következő egyenlőségek alapján tervez- 
hetjük meg (83. abra): 


B27AÁrFe "1P2— VXiv o Ti 
s — XB i. 


ld 





sz abra 
Pp 
p 2 
Xi Hi : 
f 
"W n apa S. áhra 





"Ty, AB] $4. abra 


Tegyük fel, hogy rendelkezésünkre all mar a 2, [tik 
pólus, amelynek kimenetei az 51, S2, ..-. 57-11. Pn 1P;, függyér 
nyeket valósítják meg. Ehhez a 84. ábrán látható módon le- 
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het , hozzaépíteni" szükséges éleket, hogy a 4 ; pólushoz jus- 
sunk. (Ennek kimenetel az 54, . .., Sr—£. S Dra1.,  IP:x 1: FÜgg 
vényeket használják.) 

25. A 24. feladatban konstruált séma élermmek szamat kell 
összeszamolni. 2 ,-ben 6 él van, minden lépés 14-gyel növeli 
az élek számát. Az utolsó lépésben azonban 1p,. jelű ki- 
menetre nincs szükség, így ekkor csak LŐ új él lép be. Így ösz- 
szesen l4ín— 21-46-10 — 14n- 12 éle van az Így konstrualt 
n jegyű szummátornak. 
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IV. KÖVETKEZTETÉSI SZABÁLYOK. 
ÁAXIOMAÁTIZÁLÁS 


I. A következménytozalom 


A logikának. így a matematikai logikának Is egyik lé- 
nyeges célja a helyes következtetések feltárása. Az I. fejezet- 
ben már találkoztunk olyan eszközökkel, amelyekkel bizo- 
nyos típusú következtetésekről könnyen el tudtuk dönteni. 
hogy helyesek. Most a tögikai műveletek, igazságfüggvények 
eszközetnek felhasználásával további helyes következtetési 
tipusokat kutatunk fel. 


Elemezzük példaként az alabbi két következtetést ; 
Első következtetés : 9 

Ha egy szám 2-vel és 3-mal osztható, akkor osztható 6-tal. 

Ez a szám 2-vel osztható, de nem osztható 6-tal. 

Tehát ez a szam nem osztható 3-mal. 

Masodik következtetés : 

Ha egy négyszög átlói egyenlők és felezik egymást, akkor 

a négyszög paralelogramma. 

Ennek a négyszögnek az átlói egyenlőek, dé nem para- 

lelogramma. i 

Tehát ennek a négyszögnek az átlói nem felezik egymást. 

Mindkét következtetést helyesnek tartjuk, bár a két kö- 
vetkeztetésben szereplő kijelentések, állítások tartalma egé- 
szén más. Ennek ellenére úgy érezzük, hogy azonos szerkeze- 
tű következtetések ről van szó. Keressük meg a következteteé- 
sek közös szerkezetét! 

Ha a következtetésekben a közös szerkezetre utaló kötő- 
szavakat, logikai kapcsolószavakat megtartjuk, és a külön- 
böző tartalmú kijelentéseket egy-egy betűvel jelöljük, akkor 
a következő szerkezethez futunk : 
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Ha 4 és B. akkor € . 

A és nem € 

Tehát nem B. 

A. közös szerkezetet most már könnyen megfogalmazhat- 
juk a logika eszközeivel. Írjuk fel a két premisszát fa feltétele- 
ket). és a konklúziót (a következményt) formulák alakjában? 

(4A Bjo €, 4AA "TC 


"18 


amit az I. fejezetnek megfelelően a továbbiakban így írunk : 
(AABIOC, AA IC EBB. 


A kapott sémát következtetési szabálynak is nevezhetjük. 

A következtetési szabályt helyesnek tekintjük, mert 
amennyiben a premisszak igazak, a konklúzió ís igaz. Ezt 
könnyen igazolhatjuk ts. Hal4A 71CI—i akkor [4]— 
[CT — h. Ha a másik premissza 15 igaz, azaz 


(AABY- CI —i, 


akkor csak [B] — h teljesülhet, tehát a konklozió, [18] — i. 

Egy következtetési szabály helyességét általaban a követ- 
kezőképpen fogalmazhatjuk meg. Jelöljenek ep. (po. ..., (9, ÉS 
w tetszőleges olyan formulákat, amelyek az Az, Az. .... Ax 
változókból a "1, A v,— és e logikai műveletekkel épül- 
nek fel. A 


63 1. Bara Ba FB 


következtetési szabályról (sémáról) akkor mondjuk, hogy he- 
Íves ha az Aj, .... A, változók minden olyan értékére, amelyre 
(Pa. Pa premisszak értéke tí, a pw könklüztió értéke ís 1. 
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Gyakorló feladatok 


1. Írjuk fel az alábbi következtetés szerkezetét, és igazoljuk, hogy a ka- 
pott következtetési szabály helyes! . 

Ha egy egyenesnek nincs közös pontja egy sikkal. akkor az egyenes par- 
huzamos a sikkal. I 

Ha egy egyenesnek kél különböző közös pontja van egy sikkal, akkor 
az egyenes illeszkedik a sikra. 

Ez az egyenes nem párhuzamos a sikkal. és nem 15 illeszkedik rá. 


Tehat : 
ennek az egyenesnek van közös pontja a sikkal. de nincs két különböző 
közös pontja vele. 


Megoldas: 


vezessük be a következő jelöléseket: 

A az egyenesnek nincs közös pontja a sikkal: 

B az egyenes parhuzamos a sikkal: 

C az egyenesnek két különböző közös pontja van a sikkal; 

D az egyenes illeszkedik a sikra. 
A bevezetett jelölések felhasználásával a következő módon írhatjuk le a 
következtetés szerkezetét: 


A-B. €-apb. —-Ba ab EF JAA 


Igazoljuk. hogy a kapott következtetési szabály helyes. Válasszuk meg 
az A. B. C. D változók értékét úgy, hogy a premisszak igazak legyenek. 
Ekkor 


[a84A 7aDI—i miatt IB] 5 4 és ID] — h. 


Az első két premissza ís í, ezért [4] 5 1€] — h lehet csak. Ekkor azonban a 
konklúzió, [/DdATTT sí. A változók minden olyan értékére, amelyre a 
prerrisszák logikai értéke igaz, a konklúzió logikai értéke ís igaz, tehát a 
következtetési szabaly helyes. 

2. Ha Jones nem találkozott akkor éjjel Smuithszel. akkor vagy Smith 
volt a gyilkos, vagy Jones hazudik. Ha nem Smith volt a gyilkos, akkor 
Jonés nem találkozott akkor éjjel Smithszel és a gyilkosság ejlél után tör- 
tént. Ha a gyilkosság éjfél után történt, akkor vagy Smith volt a gyilkos, 
vagy Jones hazudik. Következésképpen Smith volt a gyilkos." 

Írjuk fel a következtetés szerkezetét kifejező formulákat, és döntsük el 
ennek felhasználásával, hogy helyes-e ez a következtetés! 
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Megoldás: 


Vezessük be a következő jelöléseket: 
PFP lönes találkozott akkor éjjel Smithszel; 
é2 Smith volt a gyilkos: 
RK Joncs hazudik : 
53 a gyilkosság ejlél után lörtént. 


A jelölések felhasználásával a következőképpen írhatjuk fel a szerkezetet: 
JPGIOSR] 10 —-(GPAS, S -(ÜVRIE Ő. 


A kapott következtetési szabály akkor volna helyés, ha a P.O. ROS vál- 
tozók minden olyan értékére. amelyre a három premissza igaz. a 0 konklú- 
zó Is igaz. Megmutatjuk. hogy ez a következtetési szabaly nem helyes. b.h- 
hez elég megmutatni. hogy lehet úgy értéket adni a P. 0. R. S változóknak, 
hogy a premisszak igazak, a konklúzió hamis legyen. 

valasszuk a 161 — R.]P]I- Rh 15] — í. IR] — ij értékeket. Ekkor a műve- 
letek delinicióit lelhasználva könnyen kiszámiíthatjuk a premisszák értékét. 
Azt találjuk, hogy mindegyik premissza igaz, de a konklúzió hamis. Így a 
következtetés helytelen. a következtetés fellételeihől nem következik a 
konklúzió. 


Érdemes összegyűjteni a gyakran használt következtetési 
szabályokat. 


474 4c BE B íÍmodus ponens, leválasztási sza- 
bály); 
bi 74A-—- 1B, BBRARAA (indirekt bizonyitás]; 
ci4- BE 1B—6 744 (kontrapozíciá); 
i djA- B, B-C4HA—aGC íÍhipotetikus  szillo- 
gizmus]; 


el J4A4- B  14GTIBEA í(reduectió ad ab- 
surdum]. 


E következtetési szabályok helyességét ís bizonyítjuk. 


aj) A premisszak az impiikáció definíciója alapján akkor igazak. ha 
[4l- 18] — í. Ekkor pedig nyilván a konklúzió ís igaz. 

h) Ebben az esetben ís csak az implikáció és a negáció definícióját kell 
alkalmaznunk. [8] — i és [A] — f esetben igaz csak mindkét premissza. de 
ekkor a konklúzió is igaz, tehát a következtetési szabály helyes. 
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c4 A következtetési szabály helyességének bizonyításához igazoljuk a 
következőt: amennyiben a könklúzió hamis, akkor a premissza 15 hamis. 
Ebből nyilván következik, hogy ha a premissza igaz. akkor a konklúzió 15 
csak igaz lehet. A konklúzió csak akkor hamis, ha 18] — h és [A] — í, eb- 
ben az esetben viszont a premissza ís hamis. 

Érdemes megjegyezni, hogy ez a következtetési szabály megfordítha- 
ló; a 

1H-a ]J4ER 4-8 
következtetési szabaly Is helyes. 

d, Ennek a szabálynak az igazolásához ís azt az ulal érdemes valaszla- 
Tami a e) esetben követtünk. A konklúzió csak akkar hamis. hal4] — 
ós [CE —- kh. Azt kell megmutatnunk. hogy ehbhen az esetben legalabb az 
egyik premissza hamis Hal8l — i. akkor a B — € premissza értéke h, ha 
nedis [BI — f akkor az 4 - B premissza értéke hamis. Ezzel igazoltuk. 
hogy a következtetési szabály helyes. 

e) Ismét legyük fel. hogy a konklúzió értéke hamis, azaz [Al — fr és mu- 
tassuk meg. hogy ebben az esetben legalább az egyik premissza 15 hamis. 
Ha IB] — i, akkora 714 "18 premissza értéke h. ha pedig [BI — A. ak- 
kora 714 - B premissza hamis. A következtetési szabaly tehát helyes. 

Látható, hogy egy következtetési szabály helyességének ellenőrzése ne- 
ha pillanatnyi ötletekkel könnyen megy, de csupán a delmició lelhasznalá- 
sával gyakran elég hosszadalmas, sok eset vizsgálatát jelenti, 


Már a logikai műveletek tulajdonságainak vizsgálatakor 
láttuk, hogy az azonosan igaz formulák osztályának fontos 
szerepe van az azonosságok vizsgálatakor. Most megmutat- 
juk, hogy egy következtetési szabály helyességének vizsgála- 
ta ís visszavezethető arra a kérdésre, hogy egy formula azo- 
nosan igaz-e vagy nem. 

A 

6 1. Baxsa PFP 


következtetési szabály akkor és csak akkor helyes, ha a 


(or A O2A AP] 
formula azonosan igaz ftautológialk 
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Tegyük fel, hogy a küvetkeztetés helyes és mutassuk meg, hogy a felírt 
formula a benne szereplő változók minden értékére igaz, röviden tautoló- 
pia. 

A formula implikáciaó., tehát csak akkor lehetne hamis az értéke. ha az 
előtag tiaz, az ulátag pedig hamis. Az implikáció előtagja, a d, A... Atgp, 
koönjünkerő csak akkor igaz, ha minden tagja igaz, azaz a következtetési 
szabály minden premisszaja igaz. Ekkor viszont mivel a feltétel szerint a 
következtetési szabaly helyes - a konklúzió, ep 15 igaz, tehát az implikáció 
nem lehet hamis. 

A megfordítás igazolásához tegyük lel. hogy a lormula azonosan igaz. 
azaz az implhikació a változok minden értékére igaz. Ez azt jelenti, hogy ha 
a valtozoknak olyan értéket adunk, hogy a e. a... 6, formulák mimd- 
egyike igaz, azaz az limplikació előtagja igaz akkor az utótag, ig 15 Igaz. 
A definició alapján lehát a következtetési szabály helyes. 


A most igazolt tétel alapján 15 látható, hogy a matematikai 
logika kijelentésekkel foglalkozó fejezetének a kijelentéslogt- 
kanak (más néven itéletkalkulusnak) egyik központi kérdése 
annak eldöntése, hogy egy formula azonosan igaz-e — más 
szóval tautológia-e — vagy nem. Föbb olyan, jól gépesíthető, 
algoritmizalható eljárás ís van, amelynek alapján tetszőleges 
formuláról eldönthetjük, hogy tautológia-e, vagy sem. [gy el- 
készítjük a formula értéktáblázatát, t. d. n. f.-ra hozzuk a 
formulát. Mindkét esetben egy H változót tartalmazó formu- 
lára alkalmazva az eljárást, kb. 2" , műveletet" kell elvégez- 
nünk ílogikai értéket meghatároznunk, diszjunkciós tagot 
felirnunk]. Nem ismert, hogy van-e ennek a problémának 
.gazdaságosabb megoldasa, például olyan eljaras, amely 
körülbelül 7 (k rögzített egész szám) lépésben ad választ a 
kérdésre tetszőleges formula esetében. 

A helyes következtetési szabályok nagyon sokfélék lehet- 
nek. Eppen ezért érdekes az a tény, hogy bizonyos értelem- 
ben egyetlen következtetési szabályra redukálhatjuk, vissza- 


vezethetjük az összes következtetési szabályt. Ez az alapvető. 


következtetést szabaly a már Ismert fevdlasztási szabaly. Ezt 
fogjuk megmutatni a következő gyakorlatok ban. 


li2 


Gyakorló feladatok 


3. Igazoljuk a II. fejezet d. c ) gyakorlatában bizonyitott azonosság álta- 
laánosítását, az ún. exportáaciós azonosságot: 


(AA Au A 4] Bsz Ap —c(4, c. (4, — BI...) 


Megoldas : 
A legrövidebben úgy érhetünk célhoz, hogy a II. fejezet 4. c ! azonossá- 
got alkalmazzuk 1H-szer egymás után : 
(A, A A: S... AA; a A, —r B —- 
z (AL 5A2 5. .5A A, h—-l4,—- B] - 


(Ap AAA) — (A 
— 4, — (A, — .. (A 


1-(4,— B) — ... — 
— (4, — B...) 


r— 


n- 1] 


4. Igazoljuk. hogy ha a 
Ap Paz ea E 


következtetési szabály helyes és megengedjük további, azoncsan igaz pre- 
missza felvételét, akkor a következtetési szabály pólolható a leváalasztási 
szabály s-szeres alkalmazásával. 


Megoldás: 


Mivel a következtetési szabály helyes, ezért a 
[od AAA Ape 
lormula azonosan igaz [autológial Ezt a formulál az előző gyakorlat sze- 
rint igy alakíthatjuk ál: 
81 — (ez -r. (0 gp)... 


Ez a lormula tehát azoncsan igaz. Vegyük hozzá ezt a premisszákhoz, és 
alkalmazzuk n-szer egymás utan a leválasztási szabályt (az egyszerűség 
kedvéért most a HF Jel helyett aláhúzást használunk): 


1 gyes pe Di — (02 — ké 0) 


gyes Om 0-0.) 


.. 


Pa da 
Ép 


Feladatok 


L. Állapítsuk meg a felsorolt következtetések szerkezetét 
és igazoljuk, hogy helyes következtetési szabályokat kap- 
tunk : . 

a) Ha a—0 vagy b—-0, akkor a-b — 0; a-b - 0, tehát 
ar és brÜ. 3 

b) Ha a40 és b, akkor a-b £ 0; a-b — 0, tehát a—0 
vagy b—0. . 

c) Az a és b egyenesek vagy párhuzamosak, vagy metszik 
egymást, vagy kítérőek ; az a és b egyenesek egy sikban van- 
nak és nem párhuzamosak ; ha az a és b egyenesek egy sík- 
ban vannak, akkor nem kitérőek ; tehát az a és b egyenesek 


metszik egymást. i kő j 
2. Döntsük el, hogy a felsorolt következtetési szabályok 


helyesek-e : 
a) A4AvB. BE IA; 
b] PvOvR, aPa 10 ER; 
ce) P-O, Ras JÜAS EH OPAR; 
d) (AA B-oOCtsRÍ(AaA 10)Je 1B. 

3. Igazoljuk, hogy ha a 

(gs Bara OP 

következtetés helyes és a 01, (Po... Om Pp formulák az Aj, 
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Az... s A változókat tartalmazzák, akkor helyes következ- 
tetési szabályhoz jutunk, ha az Aj, A2. ..., A, változók helyé- 
re tetszőleges 31, 32, . . ., 2, formulákat helyettesítünk ! 

4. Elemezzük a következő bizonyítások , szerkezetét" úgy, 
hogy kikeressük azokat a következtetéseket, amelyeket eddi- 
gi eszközeinkkel vizsgálni tudunk, Írjuk fel a megfelelő kö- 
vetkeztetési szabályokat és igazoljuk ís, hogy azok helyes 
következtetési szabályok ! 

a) Végtelen sok prímszám van. Tegyük fel, hogy nem igaz 
az állítás, azaz csak véges sok primszám van, legyenek ezek: 
Po: Pi: Da. KÉéPEezzük az 


N — popi...:P,t] 


számot. Az N számnak 18 van prímszám osztója, vagy már 
maga prímszám. Az N nem osztható a pa, Pi, . .., Pa, PTÍMSZÁ- 
mok egyikével sem, mert mindegyikkel osztva I maradékot 
ad, Így tehát van olyan prímszám, ami nem azonos a pp, 
Pi... Pa primszámok egyikével sem. Ezzel ellentmondásra 
jutottunk, a feltétel nem lehet igaz, tehát végtelen sok prim- 
szám van. 

b) Igazoljuk, hogy ha a sikban egy egyenes két párhuza- 
mos egyenes közül metszi az egyiket, akkor metszi a mási- 
kat Is. 

legyük fel. hogy nem igaz az állítás, azaz van olyan egye- 
nes, amely két párhuzamos közül az egyiket metszi, de a má- 
sikat nem. Ekkor azonban volna olyan pont a sikban, ame- 
lyen at egy adott egyenessel két párhuzamost is húzhatunk, 
de ez nem lehet, mert ellentmond a párhuzamossági axiómá- 
nak. 

c) Bizonyítsuk be, hogy ha g olyan természetes szám, 
amelynek a 2 és az 5 nem osztója, akkor van olyan csupa 
9-es számjegyet tartalmazó tízes számrendszerbeli szám, 
amely osztható g-val. 

Vegyük 9-től kezdve az összes olyan természetes számot, 
amely csak 9-es számjegyet tartalmaz egészen a g darab 9-es- 
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sel felírható szamig; ez összesen g darab szam. Azt állítjuk. 
hogy ezek között van g-val osztható. Tegyük fel az állítással 
ellentétben, hogy nincs a-val osztható köztük. Ekkor bizto- 
san van köztük 2 olyan, amelyik a-val osztva azonos mara- 
dekot ad (hiszen csak az I, 2. .... g— ] számok jöhetnek szó- 
ba maradékkénti. E kettő különbsége osztható g-val, és fel- 
irható egy csupa 9-es szamjegyet tartalmazó szám és IÜ egy 
hatványának szorzataként. Mivel 4-nak és 10-nek nincs kö- 
zös osztója, ez csak úgy lehet, ha g osztója annak a tényező- 
nek, ami csupa 9-es szamjegyet tartalmaz (ennek legfeljebb 
471 jegye van, tehat eredetileg szerepelt a felirt számok kö- 
zött). Ezzel az állítást igazoltuk. 


2. A kijelentéslogika axiomatizálása 


Lattuk. hogy az azonosan igaz formulák, más szóval 
tautológiák a kijelentéskalkulus fontos problémáinak meg- 
oldásában játszanak lényeges szerepet. Érdekes és fontos 
tény, hogy véges sok , tpusuú" formulát , axiómaként" vá- 
lasztva, ezekből meghatározott levezetési szabaly  segitsé- 
gével az összes tautológiát elő tudjuk állítani. Ezt fogjuk vé- 
megondolni a most következő gyakorlatok ban és feladatok- 
ban. 

Az előbb vázolt program végrehajtásához mindenekelőtt 
a formula fogalmát kell egészen pontosan megmondanunk. 
Ezt úgy tehetjük meg, hogy megadunk egy jelhalmazt, ennek 
a halmaznak az elemeiből alkotott véges jelsorozatok között 
lesznek a formulák. A jelhalmazt a formulaképzési szabá- 
lyokkal és a levezetésre vonatkozó formális szabályokkal 
együtt nyelvnek szokták neveznt. Ezt a szemléletmódot. ami- 
kor pusztán formai eszközökkel — mint egy formális rend- 
szert — építjük fel a logikát, szokás szintaktikai modszernek 
ls nevezni. Természetesen formális, szintaktikai eszközökkel 
csak olyan rendszert érdemes vizsgalni, amelynek tartalmi 
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szempontból is értelme van, és a vizsgálat célja is az, hogy a 
rendszer tartalmi. szemantikai jelentését jobban feltárjuk. 


A céljainknak megfelelő nyelv jelei a következők : 
változójelek : Xg. Xs. Xg ei 
logikai műveleti jelek : ha; 
segédjelek : (,). 


A formulákat a következő szabályok szerint képezzük : 

(I) minden változójel formula; 

ÍTD ha e és www formulák, akkor ( 16) és (0—tg) 15 formulák ; 
(IID más formula nincs. 

Ennek alapján például a következő jelsorozatok formu- 
lák: xy, (ax) bhr-x2 ( 1(xi (x2 elk; xi) 
(ax x2)). 

Azonnal felmerül a kérdés, hogy ha rendszerünkben az 
összes tautológiát elő akarjuk állítani, akkor elég-e csak a "1 
és a műveleti jelek felvétele? Erre a válasz az, hogy igen, 
mert f71, —j teljes függvényrendszer. Célszerű azonban de- 
firiálni az A, v és cs műveleteket ís a következő módon: 

ha e és w formulák, akkor 
(e vi) legyen a (( 16) — 1) formula rövidítése ; 

(e A gr) legyen a (( 16) vf 1) formula rövidítése ; 
(gp 6 úg) legyen a (lg — 4) A 4 — €)) formula rövidítése. 


A zárójelek pontos kitevésére eddig mindig ügyeltünk. Ész- 
szerű azonban megállapodni abban, hogy néhány kézenfek- 
vő esetben elhagyjuk a zárójeleket. Így elhagyjuk a legkülső 
zárójelet a formulákból és a "1 jel alkalmazasa után sem te- 
szünk zárójelet. 

Most megadjuk azokat a formulatipusokat, amelyeket 
axiómáknak tekintünk. Ha e. Ww és xy tetszőleges formulak, 
akkor a következő formulák axiómák ; 


(Al) 0-— (pw), 
(A2.) (e hf GC 7) — tp hole zh 
(A3.) (14—e 1e)jo(( 14 — e)fe 4) 
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, Egyetlen levezetési szabálvt használunk, a leválasztási sza- 
bályt (modus ponens, röviden MP.). Ez azt mondja ki, hogy 
ha pw és W tetszőleges formulák, akkor a 


hp és p - ír formulákból levezethető a / 
e formula, 


fevezetésnek nevezünk minden olyan 


(Dg BD2s sss (Úk 


formulasorozatot, amelynek minden eleme vagy axióma, 
vagy a sorozatban előzőleg már szerepelt két formulából a 
leválasztási szabály szerint levezethető. A levezetés a sorozat 
utolsó elemének a levezetése. 


. Azt mondjuk, hogy a e formula fevezetkerő, ha van leveze- 
tése. Ázt a tényt, hogy e levezethető formula, röviden igy Je- 


nag" 4k 


löljük : — e. j 


Gyakorló feladatak 


5. Igazoljuk, hogy tetszőleges xa formulára igaz 8 — 2 G x állítás. 


M egaldás : 


A bizonyítást úgy végezzük, hogy megadjuk az x — 3 formula egy leve- 
zelését. A levezetés egyes formuláit egymás alá irjuk és a formula után zá- 
rójelben feltüntetjük. hogy melyik axiómát használtuk, ill. melyik, előzőleg 
már szerepelt formulákból következik a leválasztási szabaly (MP.j alkal- 
mazáasával. 

x- fa xjaag (Al; 

(ax — ((a — 2) 6 a) — (fa — (ax — aj) (x-z) (42: 
(a c (a — a) (xx z) (MP.I.2y 

xzafx og] (Alh 

x—ax íÍMPF.3 4]. 


st mM 


Ín [gazoljuk, hogy azdiál.], és aziá2 ) (Aj) axiómák lautológiak, azaz a 
formulák a bennük szereplő változók minden logikai értékére igazak. 
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Megeldás : 


Az (Al) axiómáról egyszerűen értéktáblázat készítésével igazolható. 
hogy tautológia. Nyilván elég a következő formuláról igazolni, hogy tauto- 
lógia: 


xy bxy cx. 


Ha x, értéke í, akkor az x, — xx, implikáció értéke x,-től függetlenül i. de 
akkor az egész formula értéke :. Ha xy értéke h, akkor — mivel hamis előta- 
gú implikáció mindig igaz — az egész formula ertéke 15 i. 

AztAZ) axiómáról 18 akár hasonló módszerrel. akár példáuk teljes disz- 
junktív normállormára hozással igazolható. hogy tautológia, de közvetle- 
nül a megfelelő 


(xa — 6 — c ((xg — xgp elv — x) 


formula értéktáblázatának elkészítésével i5 igazolható az állítás (I. II. feje- 
zet. d. c) feladat). 

Az(A3 ) axiómáról is az előbb említett módszerek bármelyikével igazol- 
ható az állítás íl. III. fejezet reductió ad absurdum és az 5. gyakorló 
feladat]. 

7. Mutassuk meg, hogy ha a e és e — formulák tautológiak, akkor a 
ív formula ís tautológia. 


Megaldás: 


Ha a p és a pp — 4 formulak a bénnük szereplő változók minden értéké- 
re igazak. akkor az implikáció definiciója szerint a w formula értéke ís a 
benne szereplő változók minden értékére igaz. 

8. Igazoltuk, hogy minden levezethető lormula tautológia! 


Megoldas : 


Tegyük fel, hogy a levezethető formula. Ekkor van olyan 
s arts d MENNEL AA 


lévezelés, amelynek utolsó eleme; x.— xx. Megmutatjuk, hogy a sorozal 
mindén éleme tautológia. Teljes indukciót alkalmazunk. Az x, lormula 
csak axióma lehet. ezért a 6. gyakorlat szerint tautológia. Tegyük lel, hogy 
ha (z! (fol). akkor már tudjuk, hogy a, tautológia. azt kell méegmutat- 
nunk, hogy ebból következik x, tautológia volta is. Ha z, axióma, akkor 
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kész vagyunk. Ha z, nála kisebb indexű x.-kből leválasztással következik. 
akkor az indukciós fellevés és a 7. gyakorlat szerint tautológia. 

lgazoltuk tehát, hogy a sorozat minden eleme tautológia, tehát 3.— 3 15 
tautológia. 


Megmutattuk tehat, hogy axiómarendszerünk ben minden 
levezethető formula tautológia. Azt kell még megmutatni, 
hogy ennek az állításnak a megfordítása ís igaz: minden tau- 
tológia levezethető az axtómarendszerben. Ennek igazolásá- 
hoz további segédeszközökre van szükségünk. 

Legyen ? formuláknak egy tetszőleges ívéges vagy végte- 
len) halmaza. Ázt mondjuk, hogy az x formula levezethető 
f-bólt, röviden: f — a, ha van olyan 


a A PL E RNNNNNNEÉS A 


formulasorozat, amelynek minden eleme vagy axióma, vagy 
a formulahalmaz eleme, vagy a sorozatban előzőleg már sze- 
. repelt formulakból a leválasztást szabállyal keletkezik és 
x,sx A sorozal a egy levezetése f -bal. 

Cryakran fogunk használni ilyen jelölést: f, x— f. ahe- 
lyett, hogy Fgap§ B; Vágy 3. 3o,...0X4HF A. ahelyett, 
hogy [381. 2... Ej HF B. Ha F—§ a és F— 8, akkor nyilván 
— xx. Másrészt, ha — x, akkor nyilván tetszőleges f-ra 
FH 7. 

A most bevezetett fogalomnak fontos tulajdonságát fejezi 
ki a következő, ún. dedukciótétet : 

ha F, 27 5, akkor FE ie B. 


Tegyük fel, hogy ff. 2§— B és 
Pi. Bzo--s fk 


egy levezetése ő-nak / , x-ból. Ekkor természetesen 8, — A. Teljes indukció- 
val megmutatjuk, hogy az 


e fla dő : E VL öl dő LE VENNE SEA 


sorozat kiegészíthető úgy. hogy a kapott új sorozat bármely x c ff, alakú 
lormulaval végződő szelete egy levezetés legyen F-ből. 


(0 


Ha (— I, akkor azt kell megmutalnunk, hogy az x c 5, formula elé al- 
kalmas formulákat beiklatva olyan sorozatot kapunk, amely levezetés 
f-búl. 

A következő esetek lehetségesek : 

(1) , axióma; ekkor a következő formulákat kell elé iktatni: 

B, (axiómal. 
B. — (x— 8) (axióma), 
ebből a kettőből leválasztással éppen x — 8, adódik. 
"hé, a F eleme. ekkor az előző esethez hasonlóan: 
B. ir elemek 
B, — (zef) laxiómal 


x a fb, (az előző kenőből 
leválasztással adódik 


egy levezetés F-ból. 


(ID 8, azonos 3-val, ekkor az 16 x formuláról már tudjuk, hogy leve- 
zethető, így F-ból ís levezethető. 

Tegyük fel, hogy fe 1 és minden í c Í-re már tudjuk, hogy a kiegészített 
sorozal x—f-vel végződő szelele levezetés F-ből. [gazolni kell, hogy az 
7— fi, végű szelet is kiegészíthető úgy, hogy levezetés legyen f -bol. 

A következő esetek lehetségesek : 


(I) A, axióma, 
(L[) 8, elemne 7 -nak, 
INHH 8 —a. 


Ezeket az eseteket már megvizsgáltuk. Láltuk, hogy a sorozat kiegészil- 
helő a kivant módon. 

VI] $, valamilyen F, / z ! eseten B-ből és § -ből leválasztással keletke- 
zik. Ekkor például $,— 8. — 8, Az indukciós feltevés szerint a kiegészíteti 
sorozatnak az 1 8, — xi 8). ill. az z— § , formulákkal végződő szele- 
tei levezetések /-ból. Iktassuk most még be a sorozatba (például az 30 f, 
formula elél az 


(x cl 8h elre B Úsz —r B] 


formulát, ami axióma. Ekkor az előző két formulából és a mest beiktatott 
axiómából kétszeres leválasztással éppen 2— ff) adódik. tehát ez 15 levezet- 
hető f-ból, Ezzel az állítást igazoltuk. 
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(Gyakorló feladatok 


9. A dedukciótétel alkalmazásával igazoljuk, hogy letszőleges am fo 


formulakra 


zab. BGyK ga, . 


Megüldás: 


Legyen a " formulahalmaz azonos az ;xo fi. f—y] kételemű halmazzal. 


Ekkor a leválasztási szabály kétszeres alkalmazásával világos, hogy 
xaf, Bos, z. B, pr 


egy levezetés F, x-ból és így f. a H-H ;. de akkor a dedukciótétel szerint 
F — 2-e7, és éppen ezt állítattuk. 


1. [gazoljuk. hogy zeiffoy] BF za 


Megoldás: 


Itt megint vegyük a következő formulahalmazt: 
taal 8—7) B. aj. 

Ha az 
a—t§ ay) 2 8. B. y 


sorozatot tekintjük, akkor világos, hogy ez egy levezetés az előző formula- 
halmazból (ítt í5 kélszer alkalmaztuk a leválasztási szabályth tehát a de- 
dukciótétel szerint 


aaldor Br aGy. 


1. Igazoljuk, hogy a következő formulák levezethetők tetszőleges x, f. 
formulak esetén: 


al) 1] Izex; 

b] xar1 da; 

c) 4186 lajotac B, 
d) ta fjei 1§-e Tak 
e) txofjoll 12-8)-B] 


Megoldas: 


Azalés bi rész együtt lényegében azt mutatja. hogy ellogadott axiomá- 
inkból következik, hogy x és "1 1x ekvivalens. 


ap ho É£ 11 1z1ei[ 12— 1xjaz] (A3l: 
[I.e 1y laz 5. gyakorló feladat): 
[II £71xe 71 1zjezíl és II. következménye a 10. gyakorló fel- 
adat szerint]; 
[V. dx af dza T z] (ál): 
V. a dx—ar (III. és IV, következménye a 9. gyakorló feladat 
szerinti. 


hb Lé ag a agya dee 171 dxergje TT Taj (A3h 
I. a 7 gya Tz (a I. az gyakorlat szerinti; 
HI. (7 1xaxja TT Te (l. és II... MP.): 
[[V. 2—ef TT 1 1z—zk(iAl.]: 
v. a T tailll és IV. következménye a 9. gyakorlat szerint). 
A c )és d) rész együtt lényegében azt mutatja. hogy a kontrapozició szabá- 
lva (x—af és 18-13 ekvivalens] axiámáimkból következik. 


c 4 Válasszuk F halmaznak a [ 19-12 2; formulahalmazt. Megmu- 
tatjuk, hogy ebből levezethető $. Ebből a dedukeiőtétel kétszeres alkalma- 
zásával kapjuk az allitást. 


L. 18— Txileltételi; 
NN. (afa zeti 1§-agj of (A 3); 
I. éa fax ő (ll. és IL. MP. 
IV. gar dA—Gx (Alk 
Y. aa fitlIl. és LY. alapján a 9. gyakorlat szerint); 
VI. a (feltétel: 
VIL §$(V. és VI.. MB.) 


a In azt fogjuk igazolni, hogy 


2afMrm 18 17. 


. Ebből a dedukeiőtétel szerint következik az allítás. 


:. x— ff ifeltélelk: 
I. 1 ggxez (il. a) gyakorlat]; 
NHL a ax fil. és II. szerint. 9. gyakorlat alapján]; 
LV. Ba d Tf TT. bh gyakorlath: 
V. a dia TOBB ÁLL és ÍV. szerint a 9. gyakorlat alapján): 
YVLÉ GT d3—G 71 a-d 18 Ty lI. e! gyakorlat): 
VILL af 1z(V. és VI. MB.1. 
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Az e ) rész egylajta indirekt bizonyítás jogossagát mutatja axiómarcndsze- 
rünkben. Itt a következőt igazoljuk : 
xafh. aze fir A. 
Ebből a Jedukciótétel kétszeri alkalmazásával adódik az állítás. 
I. 2— fő feltétel: 
1. (x— er aA a az) (TI. d) gyakorlat: 
III aaa azil és IL. MEDI; 
IV. aa ft feltételi; 
V.É 11 flat 18—a a 1z (II. d) gyakorlath: 
YI. 186 1 1xilY. és V.. MEL; : 
VILCa8- 77208 Jaj op) (A3.): 
VILI 618 Ize FNYI és VIL. MP; 
DX. 8 (IL és VIII... 54P.I. 


Térjünk vissza ahhoz a problémához, hogy axiómarend- 
szerünk teljes-e abban az értelemben, hogy benne minden 
tautológia levezethető. A 12. gyakorló feladatban megmutat- 
juk, hogy a válasz igenlő. A teljesség bizonyítása a következő 
segedtételen alapul, 

Legyen x tetszőleges formula és jelölje 4), A, .... A, az 3 
formulában előforduló változókat. Adjuk meg az Aj. Az... .. 
A, változok egy értékelését, és vezessük be a következő jelö- 
lést: A; legyen A; ha A ; értéke igaz, és legyen 74, ha 4; ér- 
téke hamis. A változók adott értékére az x formula ís egy 
igazságértéket vesz fel. Jelölje x magát az x-t, ha ez az érték 
Igaz, és "1x-t, ha ez az érték hamis. Igaz a következő állítás: 


r r 


t ! 
17 21 ra da FE, 


Ennek bizonyítását majd a feladatokban végezzük el, de fel- 
hasznaljuk a teljesség igazolásához. 


Gyakorló feladat 
12. Áz előző allítás, valamint az eddig levezetett forrnulak felhasznála- 


sával igazoljuk. hogy ha x tautológia, akkor — x!TA megoldásban hasz- 
nált módszer Kalmar Lászlótól származik. 
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MH egeldas : 


Legyenek 4. Az. .... Az az adott x formulában előforduló változók. Az 
előző segédtétel szerint az A. Az. ..-. A, változók tetszőleges értékére 


ALÁ x ALKAR 


hiszen z tautológia, igy mindig igaz. 
Legyen először 4, érleke i, ekkor 


HP ATA Alor AK FT 


Most válasszuk Ar. .... A, a értékét ugyanúgy. mint az előző esetben. csak 
A, értéke legyen h. Ekkor 


(21 AV. Ao-r ALFA 

adódik. (11-ból a dedukciótétel szerint 

131 Aj. Arra rr 4,az 

(21-ből hasonlóan 

ih As Apr FÁT. 

A TU. £) gyakorló feladat alapján tudjuk. hogy 
— (4, azt 14,—xj— 2), 


igy (3) és (4) alapján a leválasztási szabaly kétszeres alkalmazásával azt 
kapjuk. hogy 


Aj A,-i E A. 


A z előző gondolalmenetel ezután újra alkalmazhatjuk 4, ,-re. Ap g:Té. ÉS 
igy tovább, végül 4,-re és A lépés után azt kapjuk. hogy 


EK OZ. 


Ezzel igazoltuk. hogy axiómarendszerünk teljes. 


Feladatok 


5. Igazoljuk, hogy tetszőleges 2, § formulára teljesülnek 
4). T1a—ata—a8 (ex falso gucdlibet" — hamisből 
bármi következik; 
hr zol 18 1xob)) 


6. Igazoljuk a 12. gyakorló feladat előtt kimondott segéd- 
tételt az a formulában szereplő — és 71 jelek együttes számá- 
ra vonatkozó teljes indukcióval (ez a szám jelzi a formula 
,bonyolultságat )! 

3. Mutassuk meg, hogy az axiómarendszer ellentmondás- 
talan a következő értelemben : nincs olyan 3 formula, amely- 
Fe — a és F "1 is igaz! 

8. Tegyük fel, hogy az axiómarendszer megfogalmazásá- 
hoz használt változójelek most nem két, hanem három érté- 
ket vehetnek fel. jelölje ezeket Ő, 1, 2. A műveleteket a követ- 
kező értéktáblázattal definiáljuk : 








bh 
DD Öt OI KNÖNÖ 


. Igazoljuk ennek telhasználáasával, hogy az (AÁl.] axióma 
tüggetlen, azaz nem vezethető le az (A2.) (A3.) axiómák ből a 
. leválasztási szabály felhasználásával! 


3. Boole-algebrák 


o AZ első részben megismertük egy halmaz részhalma- 
zainak azt a struktúráját, amelyet ezek a részhalmazok az u. 
rés komplementerképzés műveletére nézve alkotnak. Ezt a 
struktúrát halmazalgebrának nevezzük. 
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A kijelentések, ill. logikai értékek és a rajtuk értelmezett 
konjunkció, diszjunkció és negáció műveletek által alkotott 
struktúra ugyanolyan szerkezetűnek bizonyult, mint a hal- 
mazalgebra. 

Az algebrában igen jellemző fogalomalkotás, hogy ilyen 
konkrét" struktúrák közös tulajdonságát, szerkezetét fogal- 
mazzuk meg , absztrakt" struktúraként. Ezt az ., absztrakt" 
struktúrát természetesen axiómákkal adhatjuk meg, így já- 
runk el most 15. 


Feltesszük, hogy a szóban forgó , absztrakt" struktúrában, 
amit Boole-algebrának nevezünk, értelmezve van egy egyval- 
tozós művelet, amit igy jelölünk: 71 és komplementerkép- 
zésnek nevezünk, továbba két kétváltozós művelet, ezek jele 
u (unió) és 5 (metszet). (Kézenfekvő az analógia a halmazal- 
gebrai műveletekkel.) Ezekről feltesszük, hogy kielégítik a 
következő axiómákat úitt p, g, F az A alaphalmaz tetszőleges 
elemeit jelölik): 

(BI.) pg — gp) 

(B2.) pog — gap; 

(B3.) pe(gur]) — [pughor; 
(B4.) polgar) — Ípogjaor; 
(B5.) po(gor) — Ípogjalpor]; 
(B6.) pulgor) — (pugjoipor); 
(B7.) (ípoghag z g; 

(B8.) (pogjog — 4; 

(B9.) (po 1Ppjug — g; 
(BIO) (po 1phog — g. 


Hangsúlyozzuk, hogy itt az adott A halmaz elemetről nem 
tesszük fel, hogy azok is halmazok és az u, 0, "1 műveletek- 


Fr — e na 
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ről is csak annyit használhatunk fel, amennyit a (BI.1-iBIÜ.) 
axiómak kimondanak. Az axiómarendszer előnye, hogy elég 
sok axiómából áll, ezért kényelmes, elég egyszerűen adód- 
nak belőle a megfelelő eredmények. Ezzel szemben viszont 
nem , gazdaságos. Vannak benne olyan axiómák is, ame- 
lyek a többiből levezethetők. Még egy fontos előnye van en- 
nek az axiómarendszernek. Bármelyik axiómában felcserél- 
ve az Az jelet a a jellel és fordítva, az így kapott egyenlőség 
szintén szerepel az axiómák között. Két ilyen egyenlőséget 
egymás dualisának nevezünk. Az axiómarendszer lehát 
olyan, hogy minden egyenlőséggel együtt a duálisa ís axió- 
ma. Ebből következik, hagy minden, az axiómakból levezet- 
hető egyenlőséggel együtt annak duálisa is levezethető. 


[Igazoljuk először, hogy tetszőleges pe 4 elemre 
ílh) popsp és 
(2) pop — p. 
(A továbbiakban, ha mást nem mondunk, akkor a p, d, r stb. 
betük az 4 halmaz tetszőleges elemeit jelölhetik.) 

Az elsó összelüggés így adódik ízárójelbe írtuk, hogy melyik axiómát 
hasznaltuk felh: 


p.lpog] — (Bi. és (87) 
mmupiripagi—  1B6 
ipedipoghalipr pogh— 1B5)ésí(B2.) 
pap (BlhésíiB8] 


! 


. Természetesen a dualis egyenlőségek felirasával levezethe- 
tő a másik, pop — p egyenlőség Is. A két levezetett azonos- 
ságot az idempotendid törvényeinek nevezik. 
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Gyakorló feladat 


13. igazoljuk. hogy a 
pog-epP 
és il 
pg s d 


azonosságok egyszerre teljesülnek. 


Megoldás: 
Tegyük fel, hogy pog — p. ekkor a (B7.) axzámából következik, hogy 


Pad eszi úg. 


Mepgfordílva, most azt tegyük fel, hogy meg — g. Ekkor a (B8.) axióma 
ban p és 4 szerepét lelcserélve és (B2.I-L 15 felhasználva azt kapjuk. hogy 


Pad —- B 


Értelmezzük az A halmaz két tetszőleges p, g eleme között 
a pa Íp része g-nak] relációt a következőképpen: 


pcg akkor és csak akkor, ha pog — p. 


A 13. gyakorló feladat szerint a definició ekvivalens a követ- 
kezővel: 


pzcg akkor és csak akkor, ha pug — g. 


(Gyakorló feladatok 
14. Igazoljuk a c reláció következő lulaklonságait : 
ad pen. 


B) ha neg és gep akkor p— gy: 
cl ha pcg és gar, akkor ser. 


159 


Megüaldás: 


al A bizonyított (2 azonosság lidempoténcia) szerini 


pepe. 
b! Fegyük fel, hogy psg és gzp Ekkor 
pzs gopz nug—- (a definició szerint) 
s (pogjug — (a definició szerint) 
szog. — ((B7) szerint 
cs Tegyük fel. hogy pg és gyer ekkor 


p-pog— — (a definició szerimii 
z polgorj— (a definició szerint) 
sz (pogiar —  ((B4.l szerint) 


— por. — la definició szerint] 
Eredményünk azt jelent, hogy pér. 
15. Igazoljuk, hogy tetszőleges p. g E 4 esetén 
podpszgo lg És 
p- IPsz gi 14. 
Megoldas : 


A (B7.) és (B$.) axiómákból következik. hogy 


podpzg és gEepu 1p. 


Mivel g tetszóleges, ezért helyette gogy, ill. gen dg 15 irhato: 


pa dpzas ag és gú lgEpu dm 


Nyilván p és g szerepe mindkét összefüggésben lelcserélhető: 


ge igepndp és pp. ]pEgu 1g. 
A ld. hi gyakorlat alapján azt kapjuk, hogy 

pa Tp-gndy És 

EI 1PpP— ge lg. 
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Mivel a I5. gyakorlat eredménye azt mutatja, hogy po. "1p, 
ill. pp független p választásától, ezért ezek az A halmaz 
egy-egy speclalis elemét jelentik. Vezessük be ezekre a követ- 
kező jelölést és elnevezést: 


(3)  pr1p- 0,  azd4ízérüseleme, 
(44. po 1p- I,  azd4egységeleme. 


Érdemes észrevenni, hogy eredményünk felhasználásával 
a (B9.) és (BIÚ.) axiómák így írhaták: 


(íB9) 00§-g és 
(BIÚ.) ing — ag. 


A c definiciója szerint ez azt jelenti, hogy tetszőleges g E 4- 
ra 


Úzg és 
gat. 


Gyakorló feladatok 


16. Igazoljuk, hogy lelszöleges pe 4 esetén 
(51) Nap-Úb és 
[6] tupzsz li 


Megoldás : 


Az állítás közvetlenül adódik az előbb felírt két összefüggésből, vala- 
mint a 13. gyakorló feladat eredményéből, 11]. a z definiciójából., 
17. Igazoljuk. hogy ha 


(7) py-ü És 
íb)  pug zi 
akkor gs 1p. 


19] 


Megoldas: 


— Ípr1phog — 
— (pogjat 1pug] — 
s Íri 1pug) — 


— pg 


A kapott egyenlőségből következik, hogy 


(91 1m15cg. 
Hasonlóan: 

eg sz Így — 

zim. ping — 

— ipoghol 1pog) - 

— (apo s 

— 1pog. 

Ebből következik, hogy 
(lé gaz 1p. 


Á (9) és (LÜ) összefüggés szerint 4— "7p. 


13. Az előző gyakorlat eredmenye alarján igazoljuk. hogy 


(1) "1 1psp. 


Megoldás: 


A láp és Id) összefüggésekel alkalmazzuk np helyett "1p-re: 


apa aapsü és 


"Ama 1 1p—T. 


(3] 
(B4.]) 
t8] 
(BIG) 


(BIO. 
(a) 
(45.) 
(7) 
(B9-.) 


Az előző gyakorlat eredménye alapján ifelhasználva a kommutativilást ís] 


adódik. hogy 


1 ÍIP5sR 


19. lgazoljuk a következő azonosságokat: 
(2) (mp ogj— der gy, 
(34 tí magj — dm Té 


Megoldes : 


Flég igazolni a ( 12) azonosságot, mert (13! ennek duálisa. Megmutatjuk, 
hogy dpc 1gy éppen p..g komplementere, mert kielégíti a 17. gyakorló 
feladatban megfogalmazott követelményeket: 


pee apo) — ige po dghalge ap lg] - (B5.] 
— fr dgh tün "1 — (31 
zidha(1—Ü 15 

fmagjef Ape da) s paya dpirtpag ugy] — (B4.] 
z (ogjoifop] — (41 
— [ef —i. (ó 


Ah Igazoljuk, hogy 
4 0 7ar-ú és 


il 7ü5i. 
Megoldas: 
Az ! definiciója és (1LI valamint 1124 alapján: 
ai sz o dlpedpl— Ipopz4 
A másik állítás az előző duaálisa. 
21. Igazoljuk, hogy ha 0— ?. akkor ltelszöleges p-re 
0—-p. 
Megoldas: 


Ha 0—1, akkor tetszőleges p-re 


psz pri z pú — Ű, 
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Az eddigiekben láttuk, hogy a Bocle-algebra (BI.j-(BIÜ.) 
axtómatból sok olyan azonosság vezethető le, ami Ismerős a 
halmazalgebrából, ii. a kijelentéslogikaból, Természetes 
kérdés, hogy mennyire , teljes" ez az axiómarendszer a kö- 
vetkező ertelemben. Minden olyan probléma, amely megfo- 
galmazható benne, eldönthető-e az axiómák alapjan. Igazol- 
ni fogjuk, hogy az axiómarendszer ebben az értelemben 
teljes. 

Vizsgáljuk meg közelebbről az axiómarendszert. Valójá- 
ban Itt szigorúan véve a Boole-algebra szintaktikai jellemzé- 
séről van szó. Pontosabban, de kissé hosszadalmasabban 
úgy fogalmazhattunk volna, hogy megadunk egy nyelvet, 
amely változójeleket, a "1. u 5 műveleti jeleket, és segédje- 
leket tartalmaz. Ezekből kifejezéseket építhetünk fel a követ- 
kező módon. Bármely változó kifejezés, egy, ill. két kifejezés- 
bőla "1, ill. az 14 és "" műveletek alkalmazásával építhetünk 
további kifejezéseket. Az axiómák két-két megadott kifejezés 
egyenlőségét állítják. Ezekből újabb azonosságokat vezethe- 
tünk le a következőképpen : változók helyére tetszőleges ki- 
fejezéseket helyettesíthetünk, és egy már levezetett egyenlő- 
ség egyik oldalát egy kifejezésben a másik oldallal pótolhat- 
juk. Így jutunk el a Boocle-algebra törvényeihez. 

A szemantikai oldalról nézve, ha adott egy olyan struktúra, 
amely egy nem üres A alaphalmazból, az ezen a halmazon 
értelmezett (az egyszerűség kedvéért Itt Is ugyanúgy jelölt) "77 
egyváltozós, u és a kétváltozós műveletekből áll, és ezek a 
műveletek kielégitik a (B1l.)-(BIO.) axiómákat, akkor ezt a 
struktúrát Boole-algebrának nevezzük. Azon, hogy a műve- 
letek kielégítik az axiómakat, azt értjük, hogy ebben a konk- 
rét esetben a valtozójelek az A halmaz tetszőleges elemét 
jelölhetik. 

Tegyük fel, hogy adott két kifejezés (az előzőleg mondott 
értelemben], k, és k., és kiderül, hogy egy konkrét Boole-al- 
gebráaban a két kifejezés a bennük szereplő változók minden 
értékére azonos értéket vesz fel. Igazolmi fogjuk, hogy ekkor a 
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ky-k; 


egyenlőség a (BlL.—iB10.) axiómákból levezethető. Áxióma- 


rendszerünk tehát ebben az értelemben teljes. 


Tegyük fel. hogy a k kilejezés felépítésében csak az egyetlen p változó 
szerepel. Igazoljuk (a kifejezés induktív felépítésének megfelelőem. hogy 


Vg k — (kj KÜ ep, 


ahol Kir) ill. KÉ) jelöli azt a kifejezést, amelyet úgy kapunk, hogy X-ban p 
helyére [-t, ill. 0-1 helyettesítünk. 


M egoldás: 


a) Ha k azomos p-vel. akkor 
(elre polka ap) — Unpotür "mp — 
- pl s (BIO. és (5) 
zp. (BY) 
tehát az állítás igaz. 
h) Tegyük fel, hogy k— 71f. és /-re már igaz az állítás. Ekkor 
k - af z AHOL ARO 10) — 
s (a fijvapa TO] - ((111.112) és (13) 
- (mfigje a Yan) EÜ N Pp — 


(a feltétel szerint] 


(B5.). (B6.). 634. (B9.) 
— (a ADAT FO rtpa APON O PE LON 11) 


(dt és (BIÚ.)) 

—- (ae a Hop a fenn) 
ul TAN ars amel KDB] — (B5.4 és (B3.) 
z (a fihom a TAO TP) — (B7.) 


— (kifinphikíüjrn "1p). 
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c) Tegyük fel, hogy k — figy és f-re. g-re már igaz az állítás. Ekkor 


k — fag (HD opj( HOA Apja 
all happotgíüjn 7) — 


z egi hon NÖ KÜNs Ap) a (B5.1 


z (kif opjetkiüle ap 
A k — frng esel az előző duálisa, tehát ez is igaz. 


AZ előző eredmény felhasználásával igazoljuk, hogy ha egy A kilejezés 
felépítésében két valtozójel, mondjuk p és g szerepel, akkor igaz, hogy 


koz kíf Hegokíi Üjp Teukíl, H7pga 
SZET, 0) 1 pg. 


ahol kire, A) jelenti azt a kifejezést, amelyet A-ból úgy kapunk, hogy p, ill. a 


helvére 2-t, tII. $-t hel YAN NÉL ÉEE ÉT 
J . HI. yeltesítünk és a " műveletet csak egyé Do. 
előltü : as mellé irás- 
sal jelöltük, gy é irás 


Megoldás: 


Alkalmazzuk először az előző eredményt p-re, ekkor 

k — KÍL gipakfü. 4) Ip. 
ltek a A(Z g) — Kig" 1g. ag) egyváltozós kilejezésre, ill. a A(Ü, gy) — 
— klge 1, g) égyvüllozós kifejezésre újra alkalmazzuk az előző ercd- 
menyt. és felhasználva, hogy 

kiírta g) — kif. gl], 

kín 710, g) — AÜI, a]. 

kin TK g) sz Kfü, a), 

kr "TŰ, g) — KIND. 9) 


tetszőleges g-ra, majd felhasználva a disztributivitást. e i 
KGY: : isztributiviítást, éppen a bizonyítan- 
dó allítást kapjuk. Pp onyitan 


AZ előző két bizonyított összefüggés tetszőleges számú 
változóból felépülő kifejezésekre is igazolható a változók 
szamara vonatkozó teljes indukcióval. Érdemes észrevenni 
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hogy a kifejezésekre kapott előalíítások a kijelentéslogikából 
ismert teljes diszjunktív normaltormanak a megfelelőt. 

Térjünk most vissza a teljesség kérdéséhez. Először vizs- 
gáljuk azt az egyszerűbb esetet, amikor adott két kiejezés, 
k, és k,, és mindegyik egyetlen p valtozóból epül fel. Ha egy 
könkrét Boole-algebrában — amelynek legalább két külön- 
böző elemevan k, és ka, a p változó mimden értéke esetén 
azonos értéket vesz fel, akkor a k, —k5 egyenlőség levezethe- 
tő a (Bl.) (BtEü.) axiómak ból. 


Elég megmutatni. hogy a 
k (01—K(Ü) és KK ífhsk (9 


egyenlőségek levezetherők az axiómákból, hiszen ezekből következik a 
kozk, egyenlőség. és a Is) eredményét az axiómakból bizonyítottuk. 


A k tü és ko(t all. k ífhés kk (f) érteke vagy Ü, vagy f. és a megfelelő 
egyenlőség levezethető az axiámak ból, hiszen a t-val és £-vel kapcsolatos 
műveletek eredményett az axiámak ből vezettük le. Ezek az összefüggések : 

"10 — f, "1f—ik 

00 z hat — fe) — ei — (1. 

If z fe —üF—- ful — IT. 
A feltétel szerint a 21. gyakorlat alapján Ú-t f (mert a könkrélt Boole-algeb- 
rának legalább két eleme vani. Mivel a konkrét Boole-algebraban igaz. 
hogy 

k  ((m— ki) és KR.(81—k (FI 


czert az előzők alapján ezek levezethetők axiómiunkból. de akkor a 


kpzk; 


egyenlőség ís levezethető az axtámak ból. 


Az egy változóra igazolt összefüggések általánosítása alapján akárhány 
valtozóból lelépülő kifejezésekre ís igazolható a megfelelő eredmény. Azt 
kaptuk tehat. hogy Boole-algebránk axiómarendszere a mondott értelem- 
ben teljes. 
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Feladatok 


3. Igazoljuk, hogy egy halmaz összes részhalmazai Boole- 
algebrát alkotnak a szokásos u, "v és komplementer műve- 
letekre nézve! 

10. Tegyük fel, hogy egy Boole-algebra A alaphalmaza vé- 
ges sok elemet tartalmaz, legyen 14]—n, ahol n21. Azt 
mondjuk, hogy egy x € A atom, ha x:40 és tetszőleges y E 4- 
ra ye x-ből v—0 vagy y— x következik. Igazoljuk, hogy ha 
ye A és y-0, akkor van olyan xe A atom, amelyre xzy! 

(1. Igazoljuk, hogy a 9. feladatban szereplő Boole-algeb- 
rában tetszőleges x € A atom és ye A esetén vagy xc v, vagy 
xyz 0! 

Í2. Vizsgáljuk a 9. feladatban szereplő Boole-algebrát és 
tetszőleges p E A-ra jelölje fíyhazoknak az x E A atöomoknak 
a halmazát, amelyre xc y teljesül. 


Igazoljuk, hogy tetszőleges y, z E 4-ra 
a) f(voz) — fíyhog(z); 
b) f(yoz)— fihjnftizh 
e) (1 — 1(D— ff 
d) f(—- ft) 


akkor és csak akkor, ha v— z. (Itt az egyenlőségek jobb olda- 
lán álló 14 a és — jelek a megfelelő halmazalgebrai művele- 
teket jelölik.) 

13. Jelölje B a 9. feladatban szereplő Boole-algebrát, 
amelynek alaphalmaza 4. Legyen 4" az A összes atomjából 
álló részhalmaza. B" jelölje azt a Boole-algebrát, amelyet az 
A alaphalmaz összes részhalmaza alkot az u, "és komple- 
menter műveletekre. Igazoljuk, hogy a 12. feladatban defini- 
ált f leképezés 

a) egy-egyértelmű A és az A" összes részhalmazaiból álló 
halmaz között: I 
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h) az f leképezés művelettartó. o 

Az a) és h) tulajdonságú f leképezés létezése esetén azt 
mondjuk, hogy a B és B Boole-algebrák izomorfak. 

14. Igazoljuk, hogy ha egy véges Boole-algebra alaphal- 
mazában n elem van, akkor n—2" lehet csak, valamilyen k 
természetes számra! ői 

15. Válasszuk A alaphalmaznak a 210 összes pozitív osz- 
tóiból álló halmazt, és az A halmaz elemei között definiáljuk 
a következő műveleteket: tetszőleges a, hb e A esetén 
aub [a.b] (az a és b legkisebb közös többszöröse) 
arb —la:b)  tazaésb legnagyobb közös osztója], 

210 
Ez 

Igazoljuk, hogy A és az így definiált műveletek Boole-al- 
gebrát alkotnak ! 


.]a 


A TY. fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 


1. a) Az egyszerű kijelentések jelölésére vezessük be a kö- 
vetkező betüket: 


A .,a—Ű; 
B .b—W; 
C vabzl. 


Ekkor a következtetés szerkezetét így írhatjuk fel: 
(Av BEÉC, JC E OTAA TB. 
A kapott következtetési szabály helyes. Tegyük fel ugyan- 


is, hogy a változók megadott értékeire a premisszák igazak, 
azaz 


IaCI-i és HAvBJoCI—i. 
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Ekkor] CI— At és így [4 v B] — h,tehát]4]—]8]— kh. A konk- 
lúzió értéke tehát igaz [144 1BI— i. 
b) Itt ís az a) részben bevezetett jelöléseket használjuk. 


Ezekkel a következtetés szerkezetét kifejező szabály így írha- 
tó fel: 


[ 14A TB OTC CErAvB. 


Tegyük fel, hogy [C]—f és HM TA4AA 18) — "ATCI— i Ek- 
kor az implikáció utótagja hamis, tehát az előtag I Is az, és Igy 
a négációja, [/dd14A "1BJI—- IA v BI — i. Tehát a konklú- 
zlió igaz, a következtetési szabály helyes. 

c) A következtetésben előforduló egyszerű kijelentések : 


A .,azaés b egyenesek párhuzamosak"; 

B ,az a és b egyenesek metszik egymást"; 
€  .az a és hb egyenesek kitérőek" ; 

HD  .az a és h egyenesek egy sikban vannak". 


A következtetés szerkezete: 
AvBuCl BDBATB BoOTC zt A. 


Ha a valtozóknak olyan értékeket adunk, hogy a premisszák 
igazak legyenek, akkor 18]— kh, ID]—i, tehát az implikáció 
delmiciója szerint I1C1—h, de akkor az első premissza igaz 
volta miatt [4]— 7. tehát a konklúzió ís igaz. 

2. a) Ha B]l—iés IA v B] — i, akkor A értéke lehet igaz is 
és lehet hamis 15. tehát "14 értéke sem egyértelmű. Ezért a 
következtetési szabály nem helyes. Érdemes észrevenni, 
hogy akkor kapnánk helyes következtetési szabályt, ha az el- 
sÖ premisszában v helyett 65 állna. 

bh) Ha a két premissza értéke igaz, akkor a konrunkció de- 
finiciója miatt IPI—10]— h, tehát az implikáció szerint IR1—i, 
azaz a következtetési szabály helyes. 

c) Adjunk a változóknak olyan értéket, hogy a premisz- 
szak igazak legyenek. Ekkor a konjunkció definíciója alap- 
Ján [91- Ah, de akkor [PO] — ? miatt 1PI— kh, A könklúzió 
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ekkor R értékétől függetlenül hamis, tehát a következtetési 
szabaly nem helyes. j 
d) A premisszát átalakítjuk a megismert azonosságok se- 
gitségével: 
(AA Bj- € — 1(4ABjv( — 
JA4Av 1BvÉz 
[d4AvCjv aB — 
"(AA 10)jv 1B — 
— (AA 1C)e 18. 
Azt kaptuk tehát, hogy a premisszából azonosságok alkal- 
mazásával eljuthatunk a konklúzióhoz. Ez nyilván azt jelen- 
ti, hogy a premissza akkor és csak akkor igaz, ha a konklu- 
zió igaz. A következtetési szabály tehát helyes, és helyes a 
szabály megfordítása is, azaz az 
(4A 10 BE (4 B)joC 


következtetést szabaly. 
3. A feltevés szerint a 


[ 


ép aa Dzs a FR 
következtetési szabály helyes, tehát a 


(or A BA AP) 


formula tautológia. Ebből tautológiát kapunk akkor is, ha a 
benne szereplő változók helyére tetszőleges formulákat he- 
lyettesítünk. Ez viszont azt jelenti, hogy az állítás igaz, a he- 
bvettesítések elvégzése után kapott következtetési szabály 15 
helyes. 

4. A példákban szereplő bizonyítások , igaziak", valóban 
ezeket — vagy ezekhez hasonlókat szoktunk elmondani 
egy-egy matematikakönyvben. Látni fogjuk azonban, hogy 
ezek elemzése eddigi eszközeinkkel eléggé nehézkes. A bízo- 
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nyitásoknak csak egy-egy részletét tudjuk majd megvizsgál- 
ni, Ezek a példák is azt mutatják, hogy matematikai bizonyí- 
tások pontosabb elemzéséhez eszközeinket finomitani kell 
majd. 
da) A bizonyításból a következő részletet érdemes ki- 

emelni : 

A , Végtelen sok primszám van": 

B ,€Csak a pg. pi. . ... Dun véges sok primszám létezik". 
A bizonyítás lényege a következő következtetés; 


"145 B, "BE A. 


A kapott következtetési szabály nyilván helyes, hiszen ha a 
premisszak igazak, akkor [8]—4h és az ekvivalencia defini- 
ciója alapján [/14]— kh, tehát I 41— 7. 
b) Vezessük be a következő jelöléseket: 
A  .Haasikban egy egyenes két párhuzamos egyenes kö- 
zül az egyiket metszi, akkor metszi a másikat is." 
Bo ,A sikban égy egyenessel egy rajta kívül fekvő ponton 
at legfeljebb egy párhuzamos egyenes húzható" (pár- 
huzamossági axlóma). 
A bizonyítás során felhasználjuk a következő indirekt követ- 
keztetés helyességét : 


14-78 BE A. 
Erről már beláttuk, hogy helyes következtetési szabály. 

c) Ebből a bizonyításból egy érdekes alakú indirekt kö- 
vetkeztetésre láthatunk példát. Vezessiik be a következő 
jelölést: 

A SA 9, 99. 999, .. ., 999. . 9 (g db 9-es) számok között van 

§-val osztható, ha ag és IG relatív primek." 


Ekkor az indirekt bizonyítás lényegét adó következtetést így 
írhatjuk fel: 


"14— 4 Fk A. 
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Ez a következtetési szabály valóban helyes, mert tegyük fel, 
hogy a konklúzió, 4 — Ah. Ekkor az implikáció definíciója sze- 
rint 14-—4 — h, ami éppen azt jelenti, hogy ha a premissza 
igaz, akkor a konklúzió is biztosan igaz. e 

5. a) Azt fogjuk megmutatni, hogya 13 és a formulák ból 
levezethető 8. Ekkor a dedukciótétel kétszeres alkalmazása- 
val éppen az állítást kapjuk. 


I. "1x  ffeltétel) 

II. a íleltétel) 

HI. xetafco (Ál 

IV. "axefabe la (Ál 

v. -"8-ex (II és lII. MF.) 

VI. 78—- 1a (I és [X., MP.) 
VILL. (78— 19j-(( 18-26) (A3) 
VIIL (18—-2-ef§ (VI. és VII., MP.) 

IX. 6 0 (Y.és VIIL, MP.) 


b) A dedukciótétel kétszeres alkalmazásával kapjuk a kö- 
vetkezőt : 


x fr fH, ezért 


k ao((a— bb]. 
A 11. d) gyakorló feladat eredménye szerint: 


— (abbol 18 Mao b)) 


Erre a két levezethető formulára alkalmazzuk a 10. gyakorló 
feladatban igazolt összefüggést: 


— (18 (ab 


6. Jelölje n az adott formulában szereplő — és 71 jelek 
együttes számát. 
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Az n—ü esetben a formula egy változából all, jelölje ezt A. 
Ekkor az állítás szerint 


AKA e€s 
"14A5K "14. 
Nyilvan mindkettő igaz. 


Tegyük fel, hogy n—Ű és minden k c n esetén, azaz k darab 
művetett jelet tartalmazó formulára igaz az állítás. Mutassuk 
meg, hogy ekkor az H műveleti jelet tartalmazó formulákra Is 
fennall! 

Tegyük fel, hogy az n művelet: jélet tartalmazó formulá- 
ban az Aj, A: ...,. Ax változók állnak. 

(bh vizsgáljuk először azt az esetet, amikor az x formula 
"18 alakú. A § formulában már n-nél kevesebb műveleti jel 
van, a feltétel szerint erre tehát igaz az állítás. Tegyük fel elő- 
szór, hogy az Aj, A;, ..., Ax változóknak olyan értékeket 
adunk, amelyre z értéke hamis. Ekkor X— 1x és. §—§. Az 
indukciós feltétel szerint 


ATA... AH A. 


A H. bh) gyakorló feladat eredménye szerint — fo 118, 
igy tehát 
Ar. Az Akk T1B— az x) 


Ha az AJ, Az. .. .. A, változók adott értékére x értéke igaz, 
akkor 4 — x— 18 — § és az indukciós feltevés szerint 


A... AL B(A 9), 


(II Ha az x formula fi — " alakú, akkor a § és y formulák 
mindegyike n-nél kevesebb műveleti jelet tartalmaz, és a fel- 
tétel szerint 


hi r r r 
1: Aa... ALK ő ii 
I / / 

A: Aa... Ar ? 
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(az AT, AZ, ..., A, között nyilvan szerepel a §-ban vagy 9-ban 
előforduló összes változó, esetleg mások 15]. 

Ha ő értéke h, akkor az implikáció definiciója szerint 2 ér- 
téke i, tehát § — 1f és  —ú. Mivel az 5. a ) feladat eredme- 
nye szerint 


F 18-(8-y) 

és az indukciós feltétel szerint 
AD An... AL OT B. 

ezért 
AL Az A Bo (— 2 


Ha " értéke i, akkor ismét csak az implikáció definiciója 
szerint x értéke i. Ezért v— Yv, xx — a és az (A l.) axióma szerint 
H y a íB — y) az indukciós feltétel alapján : 


AP An.. s. AH 
ebből adódik, hogy 
Az Aa Ahh Bo T(—a 


Még azt az esetet kell megvizsgálnunk, amikor f§—i és 
—h; ekkor a értéke kh. Ekkor §$-f§ v— dy és 
x- 7x7— A(f—a 9) Az 5.b) feladat eredménye szerint 
KH Bo( ye "a(8 — 7) így az 


Ar An... .A RB ÉS 
APA... AHR ŐT 

indukciós feltételek alapján azt kapjuk, hogy 
AL An. AH TB 7 y(— x) 

Ezzel a bizonyítást befejeztük. 


7. Tudjuk, hogy ha — a, akkor x tautológia, tehát a benne 
szereplő változók minden értékére igaz értéket vesz fel. Mi- 


205 


vel xés "1x értéke egyszerre nem lehet igaz, így nincs olyan a 
formula, amelyre egyszerre — x és FH "Ia 18 igaz lenne. 

8. Készítsük el először az (Á3.) axióma egy speciális eseté- 
nek értéktablazatat: 


xilaz b dul asz ddez er reb grz ax le ixz € xghe xz Ho gxi a Gr] eiüys —xa]— sal 


ololilil 2 2 0 0 
ilolili[ 2 2 § 0 
:lojoliíl 2 0 0 0 
olililal 2 2 0 0 
tirilil 2 2 0 0 
slílolii 2 0 2 0 
olzliílol 2 Ü 2 0 
Ilali jol 2 2 Ü 0 
slzlorol 0 2 0 0 


Azt tapasztaljuk, hogy az axióma értéke mindig 0 lesz. 
Hasonlóan elkészítve az (ÁZ) axióma értéktáblázatat, itt 15 
azt tapasztaljuk, hogy az értéke mindig 0 lesz. Nevezzük ezt 
a két axiómát konstans 0 értékűnek. 

Az implikáció definiciójából leolvasható, hogy minden 
olyan esetben, amikor az előtag értéke 0 és az implikáció ér- 
téke is Ü, az utótag értéke 15 0 lesz. 

Ebből következik, hogy a leválasztási szabály alkalmaza- 
sával konstans 0 értékű formulákból újra konstans 0 értékű 
formulákat kapunk. Azok a formulák tehát, amelyek az (ÁZ) 
és (A3.) axiómak ból a leválasztási szabaly alkalmazásával le- 
vezethetők, konstans Ü értékűek. 

Készítsük el most az (AÁl.) axióma egy speciális esetének 
értéktáblázatát: 
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th e nm 
mm Th ht 
e DR 


Azt találtuk, hogy az (Al.)] axióma értéktáblázatában a 2 Is 
előfordul (méghozzá kétszer), tehát ez nem konstans Ü értékű 
formula. Ebből következik, hogy az (Al.) axióma nem vezet- 
hető le a másik két axiómából a leválasztási szabály alkal- 
mazaáasával, tehát független a másik két axiómától. 

9. A halmazalgebrával az I. fejezetben foglalkoztunk. 
Részletesen vizsgáltuk az 6, a s és a komplementerképzés 
műveletének (ott felülhúzással jelöltük) azonosságait. Az I. 
fejezet 4. gyakorlatában igazoltuk, hogy teljesülnek a 
(BI.HB4.) és (B5.), (B6.) axiómák. Az I. fejezet 5. gyakorlatá- 
ban a (B7.) és (B8.) axiómákról mutattuk meg, hogy érvénye- 
sek a halmazalgebrában. Még a (B9.) és (BIO) axiómak érvé- 
nyességét kell igazolni. 

Jelölje U az alaphalmazt. Az I. fejezet 6. d ) gyakorlata sze- 
rint tetszőleges 4c[-ra A.A — 8. az 6 műveletre viszont a 
definició alapján tetszőleges Hac [/-ra 


SB — B. 
Ez azt jelenti, hogy (B3.) 15 teljesül. 
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Az I. 6. ci gyakorlat szerint tetszőleges 4 c [/-ra 
AJA - U, 
a a művelet definiciója szerint pedig tetszőleges BCtU-ra 
UnB— B. 


A (BtÜ.) axióma ts teljesül tehát. 


Mivel egy halmaz részhalmazainak halmazalgebrájában a 
(BI.H(BIO.) axtómak igazak, ez a struktúra egy Boole-al- 
gebra. 

li. Tegyük fel, hogy y E 4. yt 0. Ha y atom, akkor az álli- 
tás igaz, hiszen nyilván vev. Ha vy nem atom, akkor van 
olyan v, e A, hogy v, £Ő, Yy, Evés viv. Ha vy, atom, akkor 
készen vagyunk. ha nem, akkor van olyan y. edd, hogy 
Y2. FÜ, v, Cvy és Vo FV, de akkor a 14. c ) gyakorló feladat 
szerint y. € y 15 igaz. Ha Yv: atom, akkor az állítás igaz. Ha va 
nem atom, akkor egy újabb, va elemmel folytatódik az okos- 
kodás. [gy k lépés után (ha előbb nem kapunk atomot) elju- 
tunk a következő alakú lánchoz: 


YkS Vhr... SV3SVSVE NY. 


ahol az y; elemek páronként (és y-tól is) különböző elemei 4- 
nak. Mivel 4-nak n eleme van, így legfeljebba k — n- I érté- 
kig juthatunk így el. Ha y, a lánc utolsó eleme, akkor v, már 
atom és y, c v, ahogy állítottuk. 

II. Tegyük fel, hogy xe 4 atom és ye 4 tetszőleges. 
Könnyen igazolható, hogy Íxnny) c x, ezért vagy xnyy — Xx, 
azaz XCy, vagy xy — Ú. 

Azt 15 megmutatjuk, (xovy] E x valóban igaz. Azt elég iga- 
zolni, hogy eoyhux — x, ez viszont éppen a (B7.) axióma 
szerint igaz. 

12. a) Azt tögjuk igazolni, hogy x € ffvisz) akkor és csak 
akkor igaz, ha xe fívk e fíz). Tegyük fel, hogy xe f(yuz) 
ekkor xs yuz. A II. feladat szerint mivel x atom, ezért 
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xcy vagy xny-0 és 
xzz vagy xnz—üÜ. 

Ha mindkét esetben a második lehetőség all fenn, akkor 
(xrnyjulxoz) — xriyuz) 0 


lenne, ellentétben a feltevéssel. Így vagy xey, azaz x e fíy), 
vagy xcz, azaz x E f(z) teljesül, de akkor 


x E fivjuj (2) 


igaz a halmazalgebrai u definiciója szerint. 
Tegyük fel, hogy x e f(vhuJ(z) Ekkor vagy 


xejívh . azaz xey, vagy 
xefízh azaz xzz igaz 
Mivel yeyuzésze yuz 18 igaz, így a c tranzitívitása miatt 
xcyur, azaz xeflyuT]. 
h) Tegyük fel, hogy x e fíyozh azaz xs yoz és x atom. 
Mivel vozcy és pzaz (I. a II. feladat megoldását), ezért 
xey, azaz x c fv) és xez, azaz x E f(z) Is igaz, tehát 


x e f(yin ft). 

Tegyük fel, hogy x e fívjoifíz). Ekkor x € fíyh azaz xy, 
és x e f(íz), azaz xcz 18 teljesül. Ebből azonban xc vor, 
azaz x E fívozj) következik. 

c) Tudjuk, hogy tetszőleges ve A-ra y el (B9.1, ebből kö- 
vetkezik, hogy f(f) az összes A-beli atomot tartalmazó hal- 
maz. 

Tegyük fel, hogy x e f(1y) és ugyanakkor x E fívhis igaz. 
A 12. b) feladat eredménye szerint ekkor 


xe ferni) — f(1yvny) — [0], 
tehát x 0, de akkor x— 0, ami nem lehet. Így ha az x 4A-beli 


atomra xe f("1y) teljesült, akkor csak xe f(f)— F(y) állhat 
fenn. 
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Megfordítva, tegyük - fel, hogy xe/(P—fíy) Ekkor 
ké J b) tehát xny — Ű, mivel x atom, Tegyük fel azt is, az ál- 
ítással ellentétben, hogy xéfí"y) ekkor xn TED 
Ezekből következik, hogy I l . 


0 — (xnyjolxm Ty) — xnívu Ty) — xnl — x, 


ami ellentmondás, tehát x c f(-1yv) fennáll. 


d) Tegyük fel először, hogy v—z, ekkor az f definíciója 
szerint nyilván f(yj— fíz)is teljesül. Megfordítva, tegyük fel, 
hogy f(yj— fíz) és vsz. Ebből a feltevésből ellentmondásra 
kell jutnunk, Mivel y-t z, az yez és ze y közül valamelyik 
hamis, tegyük fel például, hogy ycz nem igaz, tehát 
yoz$ y. Ebből következik, hogy ya 7-z€0 fmert ha 
yoz — 0 lenne, akkor i 


yoz z (yozjolyo 17) — volz a 12) — pri — 


lenne, ellentétben a feltevéssel). A 10. feladat eredménye sze- 
rint ekkor van olyan x atom, hogy xe ye 1z, tehát 


x e flyo 12) — FONT), 


azaz xe f(v] ÉS xej( 12)— f(1— f(z), vagyis xé f(2). Ez- 
ve ellentmondásra jutottunk, tehát csak az y—z eset állhat 
enn. 


13. A feladat megoldása közvetlenül adódik az előző fel- 
adat eredményéből. Az A és az 4" összes részhalmaza között 
a leképezést értelmezzük így: 

Xx E A-hoz rendeljük hozzá f(xjc 4 -t, ahol f a 12. feladat- 
ban delmiált leképezés. A 12. d ) szerint ez egy-egy-értelmű és 
a), b), c) szerint művelettartó. 


Eredményünk azt jelenti, hogy minden réges Boole-algebra izomorf egy 
halmaz összes részhalmazainak algehrájával. Fégtelen Boole-algebrák ese- 
tén egy kissé gyengébb állítás igazolható. Ehhez azonban további, mélyebb 
halmazelméleti eszközökre lenne szükség. így ezt itt nem tárgyaljuk. 
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14. Az előző feladat eredménye szerint minden véges 
Boole-algebra izomorf egy halmaz összes részhalmazának 
algebrájával, tehát a Boole-algebra alaphalmazának annyi 
eleme van, mint a megfelelő halmaz részhalmazainak száma. 
Az I. fejezetben igazoltuk, hogy egy véges, k elemű halmaz- 
nak 2! részhalmaza van, ezért a Boole-algebra alaphalmazá- 
nak 15 ennyi eleme van. 

15, Ebben az esetben az alaphalmaz elemett 15 könnyen 
felsorolhatjuk : 


4A-jÍ1l,2 3.5. 6, 7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105, 2107. 


Először is világos, hogy az így definiált műveletek nem ve- 
zetnek ki az alaphalmazból, bármely két 4-beli elem legki- 
sebb közös többszöröse, legnagyobb közös osztója, bárme- 
lyik 4-beli elem komplementer osztója is 4-beli. Ellenőriz- 
nünk kell hogy az így definiált műveletek kielégitik a 
(BI.1—(BIO.) axiómákat. 

A. legnagyobb közös osztó és legkisebb közös többszörös 
tulajdonságaiból következik, hogy a műveletek kielégítik a 
(BI.—(B4.) axtiómakat. 

A (B5.) axióma teljesülését a következőképpen igazolhat- 
juk. Használjuk fel, hogy két (vagy több) szám legnagyobb 
közös osztóját, ill. legkisebb közös többszörösét úgy szamít- 
hatjuk ki, hogy a számokat felírjuk priímszámhatványok 
szorzataként, és a legnagyobb közös osztó primtényezős elő- 
alitásába minden primszámot a kitevők minimumával, a 
legkisebb közös többszörösbe pedig a kitevők maximuma- 
val mint kitevővel veszünk be. Azt kell igazolnunk, hogy tet- 
szőleges a, b, ce A esetén 


(a; [b: eg) — [a: b): (a: 0) 


Legyen . a — Zt387-5SB.ső b z gogy. e get és 
ec — 3.372.szs. 77 ahol ox, v, és z; értéke is 0 vagy 1 lehet. 
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Ekkor az előző megjegyzés szerint a bizonyítandó egyenlő- 
ség bal oldalán álló természetes szám primtényezőinek kite- 
vőJe: 

mir (x,, maxíy,. zh 4-1 234 


mig a jobb oldalán álló természetes számban az egyes pri- 
mek kitevőt : 


max Ímin (x, v., miníix,zjh Ú5-1,2 3.41. 


A minimum és a maximum tulajdonságaiból nyilvánvaló, 
hogy a megfelelő kitevők megegyeznek, tehát a két oldal va- 
lóban egyenlő. Teljesen hasonló módon igazolható a (B6.) 
axióma teljesülése Is. 

A (B7.) axtómát Is fogalmazzuk át: tetszőleges a, b e 4-ra 


La: bj:b)— b 


Ez nyilván igaz, hiszen (a; b) osztója b-nek, így legkisebb kö- 
zös többszörösük nyilván b. Teljesen hasonlóan látható be 
(B8.1-ról, hogy teljesül. 

Erdemes megjegyezni, hogy eddig nem használtuk ki le- 
nyegesen 4-nak azt a tulajdonsagat. hogy elemei éppen 
210-nek, egy olyan számnak az osztói, amelynek a primté- 
nyezős előállításában a primszámok legfeljebb első hatvá- 
nyon szerepelnek. Az ilyen tulajdonságú természetes számot 
négyzetmentes szamnak nevezik. Az 4 alaphalmaznak erre a 
tulajdonságára a (B9.) és (B10.) teljesülésének igazolásakor 
lesz szükség. 

Vizsgáljuk (B93.1-et es (B1O.]-et. Mivel 210 négyzetmentes 
szám, nyilvánvaló, hogy tetszőleges a E A-ra 


( th) 
a:— 1-1 
a 
pa [- 210. 
d 


1. 
hé 


Ebből már nyilván következik (B9.) és (BIO.) fennallása. 


er 


szőleges négyzetmentes számra 15 Igaz. 


Érdemes észrevenni, hogy a feladat állítása 210 helyett tet- 
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V. ELSŐRENDŰ LOGIKÁK ÉS 
ALKALMAZÁSAIK 


1. Relációk és kvantorok 


Vizsgáljuk meg és elemezzük a matematikakönyvek- 
ből kiválasztott következő bizonyításokat: 
(1) ,, Tétel. Ha két egyenes olyan, hogy minden sik, amelyik 
az egyiket metszi, metszi a másikat is, akkor a két egyenes 
párhuzamos. 

Bizonyítás. Azt kell belátnunk, hogy ha a és b ilyen tulaj- 
donságú egyenesek, akkor sem metszők, sem kitérők nem 
lehetnek. 

a) Ha a és b metszik egymást egy P pontban, akkor egy S, 
síkot határoznak meg, Legyen a 0 pont az S, sikon kívül, 
€ és a egy S síkot határoz meg. Ez az § sik illeszkedik a-hoz, 
viszont metszi b-t, mert egyrészt P közös pontjuk, másrészt 
5 nem illeszkedik b-hez, hiszen akkor az a, b egyenesek 
mindegyikét tartalmazná, és ezért S, -gyel azonos volna, ami 
lehetetlen, mert 0 nincs 5, -ben. 

b) Ha a és b kitérők, akkor b-nek egy B pontja a-val 
együtt egy 5 sikot határoz meg. § illeszkedik a-hoz, viszont 
metszi b-t, mert egyrészt B közös pontjuk, másrészt S nem il- 
leszkedik b-hez, hiszen akkor a kitérő a és b egyenesek egy 
síkban volnának. 

Mindkét esetben találtunk olyan § síkot, arnelyik azt mu- 
tatja, hogy a és b nem rendelkezik a tételben kimondott 
tulajdonsággal." 

(II) , Ha a többszöröse b-nek, akkor a és b közös osztóinak 
a.b eb egybeesik b osztóinak összességével; speciálisan 
a: bi — b. 

Valóban, a és b minden közös osztója magának b-nek is. 
Fordítva, ha a többszöröse b-nek, akkor b minden osztója 
osztója a-nak is, vagyis közös osztója a-nak és b-nek. Így a és 
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b közös osztóinak összessége egybeesik b osztóinak összéssé- 
gével. Minthogy b legnagyobb osztója maga b, tehát (a; b) — 
— bh." 


Mindkét bizonyítás olyan, hogy eddigi eszközeinkkel nem 
tudjuk pontosan elemezni a szerkezetét. Az (I) bizonyítás 
tartalmát átgondolva kiderül, hogy egy jól meghatározott 
halmaz, a tér pontjai, egyenesei és síkjai által alkotott hal- 
maz elemei közti kapcsolatok ról, relációkról szól. Ilyen relá- 
ciókról van szó benne, mint például: , az x egyenes metszi az 
Y síkot", ,az x egyenes párhuzamos az y egyenessel , ,.az x 
és v egyenesek metszők", , az x és vy egyenesék kitérők , , az x 
egyenes illeszkedik az Y sikra" stb. Ezek az idézőjelbe irt 
mondatsémák vagy más néven nyitott mondatok önmaguk - 
ban sem nem igazak, sem nem hamisak. Igaz vagy hamis 
mondatot úgy kapunk belőlük, ha a bennük szereplő válto- 
zók (jobb szóval , helypótlók") helyére konkrét egyenesek, 
III. síkok nevét helyettesítjük. Így ezek a nyitott mondatok 
vagy másképpen predikátumok olyan függvényeknek tekint- 
hetők, amelyek egy halmaz elemein, ill. elempárjain vannak 
értelmezve, és ezekhez az igaz vagy hamis logikai értékeket 
rendelik. 

Hasonló a helyzet a (II bizonyítás esetében is. Itt alap- 
halmazként kínálkozik a természetes számok halmaza 
(N — f0,1. 2, ..., n, ... 1). A predikátumok vágy nyitott mon- 
datok például a következők : , x osztója y-nak", ,,x és v közös 
osztója 2", ,x többszöröse y-nak", ,.x legnagyobb osztója y" 
stb. 

A bizonyítás elemzésekor még egy összetevőt vehetünk 
észre, Fontos szerepük van az ilyen jellegű mondatrészék - 
nek : , minden egyenes. . .", , van olyan § sík... .", minden közös 
osztó..." , a minden osztója. . ." stb. Ezek a nyelvi kifejezések 
olyan műveleteket jelölnek, amelyeket predikátumokon haj- 
tunk végre, a művelet eredménye pedig igaz, hamis vagy nyi- 
tott mondat lesz. Ezeknek a pontos definíciójára hamarosan 
visszatérünk. 
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A matematikai bizonyítások, következtetések , finomszer- 
kezetének" elemzése szempontjából is fontos logikai eszkö- 
zök vizsgálatát kétféle szempont szerint közelítjük meg. Egy- 
részt szemantikai, tartalmi szempontból vizsgáljuk most a 
predikátumokat, relációkat, a rajtuk végzett műveleteket, és 
a későbbiek során majd még visszatérünk a szemantikai 
vizsgálattal párhuzamos, szintaktikai, formális vizsgálatra is. 
Ezt a vizsgálatot ahhoz lehetne hasonlítani, amikor egy mMa- 
tematikat állítást pontosan akarunk megfogalmazni, pl. az 
algebra vagy a geometria nyelvén. 

A relációk definiciója előtt szükségünk lesz néhány hal- 
mazelméleti fogalomra. 

Ha adott egy A és egy B halmaz, akkor A x B-vel jelöljük 
és a két halmaz direkt vagy Descartes-szorzatának nevezzük 
a két halmaz elemeiből képezett rendezett párok halmazát: 


A4AxB— illa bi]  ace4, heB?!. 


Abban a speciális esetben, amikor 4— B az 4x A helyett rö- 
videbben az 47 jelölést is használjuk. 

Általánosan, ha adott k számú halmaz: Ar Az... Ax ak- 
kor A, x Az X... x Ayrval jelöljük és az A,, A:, . .., A, halma- 
zok direkt vagy Descartes-féle szorzatának nevezzük az ösz- 
szes olyan rendezett k-asok halmazát, amelyeknek kompo- 
nensei sorra az Aj, A2, . .., Ax halmazából valók : 


Ajx Azx...x A, — 
— (la, az... aj) laje Ai — 1, 2... ki. 


Abban a speciális esetben, amikor A, — 4; 7...— 447 A, az 
AxAx...x A halmazt röviden így jelöljük: 4, 


Gyakorló feladatok 


I. Tegyük fel, hogy [4] — rés IB] — k. Állapítsuk meg A x B elemeinek 
számat! 
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Megoldás: 
Ha LAl — n. akkor a párok első komponensét H-féleképpen valaszthal- 


juk. Mivel IB] — k, minden első komponenshez még k darab különböző 


második komponens választható. Ez tehát azt jelenti. hogy összesen nk 
különböző rendezett párt tudunk képezni az A és B halmaz elemeiből, 
tehát 


l4x Bb— nk. 
Abban a speciális esetben tehát, amikor 4—- B és [41 — n. 
[átl s ni. 


2. Legyen IA — 8) 1421 — Hz IA E Ae Allapítsuk meg 4,x 
x AZ X...Xx A, elemeinek számát! 


Megoldas: 


Az előző feladat szerint k— 2 esetén a szorzathalmaz elemeinek száma a 
lényezők elemei számának szorzata. k-ra vonatkozó teljes időn ketővé iga 
zoljuk. hogy ez az állítás k 5 2 esetén 15 Igaz. Mivel tudjuk, hogy az a [ítás 
k z 2-re fennáll, elég megmuratni, hogy kal esetén (kk — 1 Hról öröklődik 
k-ra is. Tegyük fel, hogy (k — 4)-re igaz az állítás. Megmutatjuk, hogy ebbő 
következik az állítás k-ra 15. 

Nyilvánvaló, hogy az Ap xAzX... XA, 1 XA, halmaznak ugyarannyi 
eleme van, mintazlA, XA: x... X Ap-i)x A, halmaznak, hiszen a két hal- 
maz elemei között kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés létesíthető a kö- 
vetkező módon: az 


(dr. dass ék ga E Aa Kt Az XA XA, 
elemnek megfeleltetjük az 
(lag éz ety rk ajeláAa Ap x Ari] 3 A, 
elemet. Azt már tudjuk, hogy 
HA px Apro Arca Al — [docAuthor Arra [Aki 
Az indukciós feltevés szerint 
IA x Apr. rAy [7 ATA z][--- TA ci] 
Így tehát 
Ap xApx..x Aba TATA [-- [A — 5182 
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Térjünk vissza még röviden a példaként választott (11) bi- 
zonyításban szereplő predikátumokra. Az alaphalmaz az N, 
a természetes számok halmaza. Láttuk, hogy például az ..x 
osztója v" nyitott mondat két változója helyére N elemeit 


helyettesítve igaz vagy hamis állításokat kapunk. Úgy te- 


kinthetjük tehát a predikátumot, hogy az Nx N halmazt le- 
képezi az igaz, hamis logikai értékek halmazába, az fi, hi 
halmazba. A predikátumot egyértelműen jellemezhetjük az 
IN x IN halmaznak azzal a részhalmazával, amelynek elemei- 
hez az igaz logikai értéket rendeli. Megállapodunk abban, 
hogy az N.x N halmaznak ezt a részhalmazát az , x osztója 
v" relációnak nevezzük. 

Hasonló módon, az ,x és y közös osztója z7-t nyitott 
mondatként tekintve, az x, p és z helyére N elemeit helyette- 
sítjük. Így igaz vagy hámis állításokat kapunk. A predikátu- 
mot ebben az esetben is egyértelműen jellemezhetjük az 
NxXxNx NN — N" halmaznak azzal a részhalmazával, amely- 
nek elemeihez az igaz logikat értéket rendeli hozzá. Az NM? 
halmaznak ezt a részhalmazát az ,.x és y közös osztója 2" re- 
lációnak nevezzük. 

Harmadik példaként az (1) bizonyításból válasszunk ki 
egy nyitott mondatot: , az x egyenes illeszkedik az Y sikra". 
Ha E jelöli a tér egyeneseinek, § a síkoknak a halmazát, ak- 
kor itt 18 nyilvánvaló, hogy az x helyére E, Y helyére S eleme- 
it helyettesítve igaz vagy hamis állításokat kapunk. A megfe- 
lelő predikátumot ismét egyértelműen jellemezhetjük az 
E x 5 halmaznak azzal a részhalmazával, amelynek elemei- 
hez az igaz logikai értéket rendeli, ezt a részhalmazt az ..x 
egyenes illeszkedik az Y sikra" relációnak nevezzük. 

végül még egy példaként alaphalmaznak válasszuk az 
N halmazt és predikátumnak az ,.x prímszám" nyitott mon- 
dathoz tartozót. Világos, hogy itt x helyére N elemeit helyet- 
tesitve igaz, ill. hamis állításokat kapunk és az , x prímszám" 
relációt azonosíthatjuk a primszámok halmazával, azaz 
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MN-nek azzal a részhalmazával, amelynek elemeire a nyitott 
mondat igaz lesz. 

Definícióként általában megállapodunk abban, hogy ha 
Ar Aa... Ax tetszőleges nem üres halmazok, akkor az 
ALXA2x...X A, halmaz tetszőleges 0 részhalmazát az 
Ar. Ao ..-. Ax halmazok elemei között értelmezett k-változós 
relációnak nevezzük. A megállapodás szerint tehát a mate- 
matikában tetszőleges pc Az, x Az x...x A, egy k-változós 
reláció. Azt mondjuk, hogy az aj E Az. 42 E A2. .... 4 E A 
elemek között fennáll a e reláció, ha 


(d 1. gyes a] E ő, 


és nem all fenn a e reláció, ha 
(a 1. E TNET ah Ü. 


Az alkalmazásokban igén gyakori eset. hogy A; — Az — 
— ,,, — A, - A. Ekkor a ec A! halmazról azt mondjuk, 


hogy az A halmazon értelmezett k-változós reláció. 


Megjegyzések. 1. Szokás a reláció fogalmál a következő rendezétt pár- 
ral is definiálni: (e, A,xA:x...x A ahol 7 Ai x A; XX A, és 
Aj... Az egyike sem üres. Ebbén az esetbén 4-1 a reláció gráfiának neve- 
zik. ú o j fi 

2. Egy másik, szintén szokásos definició a relációra a következő: ll 

az Ap. Aa... A, nem Üres halmazak elérnei között értelmezett reláció 
olyan függvény, amely az Aj x A, x...x A, halmazt az !i, hi logikai érté- 
kekből álló halmazba képezi le. Rövid jelöléssel : 


BOCA XALS KA Tab hi. 


Ezt a definiciót olyankor használják, amikor a függvényt alapfogalomnak 
tekintik. vagy legalábbis nem a reláció fogalmara vezetik VISSZA. 

Az így definiált relációt néha logikai függyénynek IS nevezik (11. olyan 
függvérny, amelynek értékei logikai értékek). Ezt a defimiciót több izben né- 
künk ís kényelmes lesz használni. j 

Mindkét most említett definicióról nyilvánvaló, hogy ekvivalens az el- 
söként megadott delinicióval. 
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Gyakorló feladatok 


3. Határozzuk meg az A véges halmazon értelmezett 
a 4 kélváltozás. 
h4 k-valtozás relációk számat. halA] — H. 


Megoldas : 


aj Tudjuk. hogy ha [AI s a, akkor [47] — n. Az 4 halmazon annyi 
kétváltozós reláció adható meg. ahány részhalmaza van 47-nek. Az I. leje- 
zel I. feladata szerint 47-nek 2" részhalmaza van. tehát az 4 halmazon 
összesen 27 kétváltozós reláció van. 

hd Mivel tAt — mr így az a ) részben követett gondolatmenet szerint az 

A halmazon 2" számú k-változós reláció van. 

4. Tegyük fel, hogy JA 1 — ny. 145] — ts... [Au] 7 "4 Hány különhö- 
ző reláció van az Aj, As. --.. A, halmazok elemei között? 


Megoldás: 


Mivel a 2. gyakorló leladat eredménye szerint 
IA xAgx. xx A [— Hits .-H, 


és annyi különböző reláció adhaló meg az Aj, A. . .-. 4, halmazok elemei 
között, ahány részhalmaza van az A, x A; x... x 4, halmaznak. ezért a re- 
lációk száma: 


pud "Ha... a FL 


A bevezető példákban láttuk, hogy a , minden..." és a 
a van olyan. . ." kifejezéseknek ís fontos szerepük van a mate- 
matikai állítások szerkezetében. A , minden..." rövid jelölé- 
sére bevezetjük a következő szimbólumot; Y, a .van 
olyan..." jelölésére pedig a 1 jelet. Ezeket így olvassuk: V; 
, minden", 3: ,van olyan", 

A logikában a V-t univerzális (általános) kvantorjelnek, a 
3-t egzisztenciális (létezési) kvantorjelnek hívjuk. A kvantor 
szó arra utal, hogy a jelek az utánuk álló kifejezések mennyi- 
ségére vonatkoznak. Egyelőre rövidítésként használjuk eze- 
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ket a jeleket és pontos logikai értelmükre hamarosan vissza- 
térünk. 

Az eddigi eszközeinkkel megfogalmazhatunk egy olyan 
nyelvet, amelyen mar ki lehet fejezni a matematikai bizonyi- 
tások, állítások , fimomszerkezetét", Előkészítésként nézzünk 
két példát. 

Irjuk le a következő számelméleti allítások pontos szerke- 
zetét: 

da) , Minden primszámnál van nagyobb" (azaz a primszá- 
mok száma végtelen)h; 

b) . Minden a és b pozitív egész számhoz van olyan g és F 
természetes szám, hogy rebésa— h-g-r" 

Az a) allítás vizsgálatakor látható, hogy célszerű bevezet- 
ni egy jelölést a , primszam" egyváltozós relációra vagy tu- 
lajdonságra. Legyen ez P és a szokásos módon használjuk 
a természetes szamok körében értelmezett - reláció jelét. 
Ezekkel és logikai jelekkel igy irhatjuk le az a) állítás szer- 
kezetet: 


vxiPix)h— J3ylx c va Pfyh 


A kapott jelsorozatot így olvassuk: minden x-re igaz, hogy 
ha Pix) (azaz x prim), akkor van olyan v, hogy x kisebb y-nal 
és P(v) (azaz y Is prim). Látható, hogy éppen az a) állítást 
kaptuk, kicsit körülményesebben, de pontos, világos logikai 
szerkezettel megfogalmazva. 

A b) allítás szerkezetét a következő jelsorozattal irhat- 
juk le: 


vavbílazo a bz 0) 3ggrírcbaa— b-g-i-r) 


Ebben és az előző allításban ís az x, v, a, b, g, r szimbólumok 
valtozójelek. Példáinkban ezek a természetes szamok IN 
alaphalmazára vonatkoznak. 

Látható tehát. hogy matematikat állítások logikai szerke- 
zetének leírásához a következő tipusu jelekre van szüksé- 
günk : változójelek, konstansok jelei (pl. (H, függvényjelek ípl. 


"a" 
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a , ), relációjelek (pl. F, —, — ), logikai jelek ípl. 1, A, c, v] 
és zárójelek (ezeket segédjeleknek hivjuk]. Világos, hogy a 
matematika más területein ípl. a geometriában, az analizis- 
ben) az állítások szerkezetének leírásához más függvényjele- 
ket, ill. relációjeleket is be kell venni a nyelvbe, all. ugyan- 
azok a jelek más relációkat, ill. függvényeket jelölhetnek. 
Fontos megkülönböztetni egymástól a következőkben a re- 
lációkat és relációjeleket, ill. a függvényeket és függvényjele- 
ket, általában a jeleket és a jelölt objektumokat. Először fog- 
lalkozzunk most a jelekkel magukkal, azaz a logikat nyelv 
szirtaktikájával (alaktanával), igy tehát a nyelv formai szer- 
kezetét kell tisztázni. A jelek, jelsorozatok telentésével, értel- 
mével később foglalkozunk. 

Elsőrendű nyelvnek fogjuk nevezni a következő típusú Jje- 
lekből álló jelhalmazt : 

változójelek íx, y, z, Xi. Yi. zi stb.); 

konstansjelek ; 

függvenyjelek ( /. a, h, . . .h. mindegyik függvényjelhez előír- 
va gondoljuk, hogy hány változós függvényt jelölhet; 

relációselek (PF, 0, R, . . 4, mindegyik relációjelhez itt is elő- 
írva gondoljuk, hogy hány valtozós relációt jelölhet ; 

logikai telek ( 7, A, v, —, 6, 3, Vh; 

segédjelek (( , kezdőzárójel", ) ,vegzárójel" és , , VESSZŐ "1. 

Egyelőre nem rögzítjük le pontosan a valtozóreleket, 
konstansjeleket, függvényjeleket, relációjeleket. Ezek nyelv- 
ről nyelvre változhatnak és a nyelv konkrét célra való alkal- 
mazásakor mindig rögzítjük ezeket. Ugy tekinthetjük, hogy 
most egyszerre egy .nyelvesaládot , sok konkrét nyelvet 
vizsgálunk. Minden nyelvhez hozzátartoznak majd a válto- 
zójelek, a logikai jelek és a segédjelek. 

A nyelv jeleiből , értelmes" jelsorozatokat akarunk keészi- 
teni, ezekkel akarjuk a matematikai állítások szerkezetet le- 
irni. Két, különböző jellegű ertelmes jelsorozatra lesz szük- 
ségünk. A kifejezésekre filyenek pl.: fix, v. z), Ü, xHv] és a 
formulákra ülyenek pl.: Pix], Vx3vx gy, x—yl 
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Kifejezések a következők lehetnek: bármely valtozójel, 
bármely konstansjel, végül bármely olyan jelsorozat, amely 
függvényjellel kezdődik és azután zárójelben, vesszőkkel el- 
valasztva annyi kifejezés következik, ahány változós [ügg- 
vényjelről van szó (kétváltozós függvényjelek esetében gyak- 
ran f(k,, ko) helyett ezt írjuk: k, ko). 


A formulák , eépítőköver" a primformulák. Ezek egy reláció- 
jellel kezdődnek és ezután zárójelben annyi kifejezés követ- 
kezik - vesszőkkel elválasztva — ahány változós relációjelről 
van szó (kétváltozós relációk esetén Rík,, ka) helyett gyak- 
ran ezt írjuk: k, Rk). 

Ha x és ő formulák, akkor ( 1x), (x A A). (xv 5) (fb) és 
(af) 15 formulák. 

végül, ha a formula és x egy valtozójel, akkor Vxx és Jxx 
is tormulaák. 


A legkülső zarojelet rendszerint elhagyjuk a lormulából és az egymás 
után alkalmazott "1 jeleket is elég egy zárójelle! jelölni ípl.: 3xPic)a 
a 3xilxb vagy a 1iPix.v]—- Ríx, 7. 


Foglalkozzunk most a formulák és kifejezések értelmével, 
jelentésével! Világos, hogy egy nyelvet azért hozunk létre, 
hogy valamiről beszéljünk ezen a nyelven. Az elsőrendű 
nyelv jeleinek értelmét, interpretációját a következőképpen 
adhatjuk meg. Először ís meg kell mondanunk azt az 4 alap- 
halmazt, amelynek elemeiről szólnak az állítások (pl. a ter- 
mészetes szárnok IN halmazai Erről mindig kikötjük, hogy 
nem üres. A változójelek az 4 elemeiből vehetik fel értékü- 
ket. A konstansokról rögzíteni kell, hogy az 4A alaphalmaz 
melyik elemét jelölik. A nyelv függvényjeleihez is ki kell je- 
lölmi sorra egy-egy A halmazon értelmezett, A-beli értékeket 
felvevő konkrét függvényt, amit az adott összefüggésben ez a 
jel jelöl. Természetesen mindig ügyelni keil arra, hogy annyi 
valtozós függvényt jelöljünk ki, ahány változás függvényjel- 
ról van szó ípl. a 4 jelölje az M-en értelmezett összeadást]. 
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Hasonlóképpen, a nyelv relációjeleihez hozzárendelünk az 
A halmazon értelmezett, megfelelő változós relációkat. Ezzel 
megadtuk a nyelv jelemek értelmét, 

A kifejezések jelentését most már könnyen megadhatjuk. 
Bármelyik konkrét kifejezés értéke -— ha ideiglenesen a válto- 
zok értékét Is rögzítjük — nyilván egy 4-belt elem lesz. 

A formulák értékének kiszámításakor a következőképpen 
jarunk el. A primformulákról — bármely rögzitett változóér- 
tékek mellett — el tudjuk dönteni, hogy igaz vagy hamis érté- 
ket vesznek-e fel. A "17. A, v., —, es műveleti definícióinak 
felhasználásával az ezekkel a műveletekkel felépülő formu- 
lak logikai értékét ís meg tudjuk határozni, ha ismerjük a 
komponensek logikat értékét. Egy Yocx alakú formula értéké- 
nek megállapításakor a következő módon járunk el. Meg- 
vizsgaljuk az a formula értékét az x változó minden szóba 
jöhető értékére, és ha ez mindig igaz, akkor Vxz értéke le- 
gyen igaz, egyébként pedig hamis. Égy 3xa alakú formula ér- 
tékét így állapítjuk meg; az x formula értékét megvizsgáljuk 
az x változó minden szóba jövő értékére. Ha ez mindig ha- 
mis, akkor Jxx értéke legyen hamis, egyébként pedig igaz. 


Gyakorló feladatok 


5. Valasszuk példaként azt a nyelvet. amelyben a segédjeleken és logikai 
jeleken kívül egyetlen kétváltozós relációjel van: —. A nyelv következő 
[ormuláit vizsgáljuk : 


a) vxdyix cyh 
bh dgxgyix EY); 
c) dgyyxix E); 
d) wyixíx eyh 
el vayyázíx x-z pal ezta y)). 


Állapítsuk meg a formulák értékét a következő interprelációk esetén: 

Ul! Alaphalmaz N és -— jelenti a természetes szamok szokásos rendezé- 
sét. 

(ID álaphalmaz €) (a racionális számok halmazal és — jelenti a racio- 
nális számok szokásos rendezését. 


Megoldás: 


Először az ili interpretáció esetében állapítsuk meg a formulák értékét! 

ap AZ állítás igaz. azt fejezi ki, hogy minden természetes szamnal van 
nagyobb la természetes számok halmaza végtelenlk 

bh) Az állítás igaz, azt fejezi ki. hogy van olyan természetes szám, amely- 
nél minden más természetes szám nagyobb. ilyen nyilván a Ü. 

c) Az állítás hamis, mert nincs olyan természetes szám, amelyik minden 
másnál nagyobb. 

d) Az állítás hamis, mert a Ú-ra nem igaz. hogy van nála kisebb lermé- 
szeles szam. 

e) Az állítás hamis. mert vannak szomszédos természeles számok. ame- 
lyek között nincs másik. 

A Ul inlernreláció esetén: 

a ) Az állítás igaz, mert minden racionális számnál van nagyobb racio- 
nális szam. 

hb.) Az állítás hamis. mert minden racionális szaámnal van kisebb. nincs 
legkisebb racionalis szám. 

e) Az állítás hamis. mert nincs legnagyobb racionalis szám. 

d) Az állítás igaz. mert minden racionális szamnal van kisebb. 

v) Az állítás igaz. mert bármely két különböző racionális szám között 
van racionális szám fpéldául a ketlő számtam közepelk 

Érdemes összefoglalni a két interpretációban kapott logikai értékeket: 


td hi e) d) e, 
il i ! ft fi ht 
í(l1) ! Hi) A i I 


ú. Egy elsőrendű nyelv jelei legyenek a következők : egy konstans jel: e. 
egy kétváltozós függvényjel: f. egy egyváltozós relációjel: P és egy kétval- 
lozós relációjel: —. továbbá a logikai jelek és a segédjelek. A nyelv kövel- 
kező kilejezésert és formuláit vizsgáljuk : 

ak fix.ch 


hi VegyPifix. ik 


HE 
T.J 
11 


5 Matematikai lwgika 


ch o  fix.a]— ff ax]; 
d)  vzdt fix y] — 2]. 


A következő két interpretációban adjuk meg a felsorolt kifejezések és for- 


mulák értékét: 


. §i Az alaphalmaz: Do: 01.2j.ep:0, P,: (0, 21. — jelentse az azonos- 
ságrelaciót D-n, azaz — , : (0.0) (1, 1) (2.2)! végül fi-et a következő táb- 


lázattal definiáljuk : 





(II; AZ alaphalmaz: D,, ugyanaz. mint Doe: 2 Po: [I — 





Megaldas : 


Válasszuk most azt az utat, hogy párhuzamosan értékeljük ki az egyes 
kilejezéseket, ill. formulákat az t[4 és (I interpretációban: 


hali cia 





E. ha 7 


bh Először írjuk tela PE fCx, vh formulához tartozó kétváltozós reláció- 
kat az (2. ill. (L) interpretációban. azaz soroljuk fel egy-egy halmaz elemei- 
ként azokat a Dx D elemeket, amelyre a formula értéke igaz lesz: 


PA At) — ((0. 0), (0, 2), (1. 1). (2. 0), (2. 2), 
Pal áalbe g — ((1. 1). 


228 


, I , 11, is — HtIs je- 
lenlse az azonosságrelációt és f ,-et a következő táblázattal értelmezzük : 


A hd formula értéke ([[1-ben igaz, mert B minden eleme előfordul első 
komponensként a relációban. A (llyinterpretációban b / értéke hamis, mert 
itt a tés a 2 nem fordul elő cső komponensként a relációban. 


cd A flormula adott x és y érték mellett akkor és csak akkor igaz, ha az 
fx. y) és Ív. x) helyen a függvény értéke egyenlő. A ket párnak megfelelő 
függvényértékek a , főátlóra" szimmetrikusan helyezkednek el. Így a for- 
mula értéke minden olyan helyen igaz. amelyre fennall, hogy a , főátlóra" 
szimmetrikus helyeken ugyanazok az elemek állnak. Mivel f, és f, , defini- 
ciója ís olyan, hogy a táblázat a ,főátlóra" szimmetrikus, ezért a formula 
mindket interpretációban, minden x és v mellett igaz értek ű lesz. 

d) UL ismét .c-től függ a formula értéke, amelyet az /, és f, deliniciójá- 
ből állapíthatunk meg: 





A gyakorló feladatokban kapott eredmények alapján vilá- 
gos, hogy egy rögzített nyelv kifejezéseinek és formuláinak 
értéke lényegesen függ az interpretációtól, méghozzá nem 
csak az alaphalmaztól, hanem a konstansok, a függvényjelek 
és a relációjelek telentésétől. Ha egy adott interpretációt 185 
rögzítünk, akkor a kifejezések értéke már csak a változók ér- 
tékétől függ, igy egy kifejezés egy rögzitett interpretacióban 
annyi változós függvényt ad meg, ahány változó szerepel a 
felépítésében. Azoknak a formuláknak az értéke, amelyek- 
ben vannak olyan változók, amelyekre nem vonatkozik 
kvantor, szintén Higg a változók értékétől ípl. a 6. gyakorló 
feladatban c) és d )). Az olyan formulák értéke, amelyekben 
minden változójelre valamilyen kvantor vonatkozik, már 
rögzített, nem függ a változók értékétől, vagy igaz, vagy ha- 
mis. Az ilyen formulák fejezik ki az állításokat ípl. az 5. gya- 
korló feladat formulát, vagy a 6. b 1). Ennek megfelelően ve- 
zetjük be a következő elnevezéseket : 

Egy kifejezésben vagy tormulában egy változó olyan elő- 
fordulását, amelyre nem vonatkozik kvantor, szabadnak ne- 
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vezzük, az olyan előfordulását, amelyre kvantor vonatkozik 
(másképpen, kvantor hatáskörében szerepel) kötöttnek ne- 
vezzük. 


Például a YxPix) — Öíx, v) formulában az x első és második előfordu- 
lása költött, mig a harmadik előfordulása szabad (hiszén erre nem va- 
natkozik az univerzális kvantori; az v változó előfordulása szabad. 4 
vxiPfxJa O0cH formulában az x minden előfordulása kötött. 


Az olyan formulát, amelyben minden változó minden elő- 
fordulása kötött, zárt formulának nevezzük, mig az olyan 
formulát, amelyben van szabadon előforduló változó, nyirort 
formulának. 


Zárt formulák például: vxgyRix. vh vedevzt fex, v) — ze nyitott lormu- 
lak például; vxPfx)a (Hxh fix. v)— zo dyRíx a 0 (xyz 


Megjegyezzük még, hogy az , elsőrendű nyelv" és az , első- 
rendű logika elnevezésekben az , elsőrendű" jelző arra utal, 
hogy ebben a nyelvben csak olyan kvantorokat használunk, 
amelyek valtozójelekre vonatkoznak (pontosabban, csak 
olyan változójelekre, amely változók az interpretációban az 
alaphalmaz elemeiből vehetik értéküket). K idolgoztak olyan 
logikai nyelveket, amelyekben relációjelekre vonatkozó 
kvantorok is vannak. Ezekben természetesen olyan változó- 
jelek 15 előfordulnak, amelyek tetszőleges relációkat jelent- 
hetnek. Ezekkel ebben a könyvben nem foglalkozunk. 


Feladatok 


1. Igazoljuk, hogy tetszőleges A, B és C halmazokra fenn- 
állnak a következő azonosságok : 


a) (ABJXxC—(AxChÁBx Ch 
b) (AnBjxC -(4x OÁ(BxC); 
c) (4—BXC —-(AxC—íBxC€)], 
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2. Egy elsőrendű nyelvben a logikai és segédjeleken kívül 
legyen egy kétváltozós függvényjel: f. és két kétváltozós rela- 
ciójel: [és —. A nyelv egy interpretációjában legyen az alap- 
halmaz NT (a pozitív egész számok halmaza) f jelölje a ket 
szám legnagyobb közös osztóját, ] az oszthatóság relációt és 
— jelentése legyen az azonosság. Állapítsuk meg ebben az 
interpretációban a nyelv következő formuláinak logikat ér- 
tékét: 





a) Vxdyix] vh: 
hy vagy] y) 
c) JxVyxI vh: 
d) j3xdyix[9); 
e) vxwyyzi fix, y] — 
ff vxdyyzt fix, y) — 
g) Vogzd( fix, v) — 
h) vidxgifix, y) — 


F-4 


ta 
en ezi len zzüli e li 
ah n 


Fa 


ÉG 
T— 


3. A következő maternatikai állítások logikai fordításának 
elkészítéséhez adjunk meg alkalmas elsőrendű nyelvet és ír- 
juk fel az állítások logikai szerkezetét kifejező formulákat: 

a) Minden, 1-nél nagyobb egész számnak van Primosz- 
tója; 

hb) Ha egy egyenes merőleges egy S sikra illeszkedő két 
nem párhuzamos egyenesre, akkor merőleges minden olyan 
egyenesre, amely illeszkedik az S sikra; 

c) Minden valós együtthatós harmadfokú polinomnak 
van gyöke a valós számok körében. 


4. Adjunk meg olyan elsőrendű nyelvet, amely alkalmas a 
rokonsági relációk egy részének formulákkal való leírására. 
Vegyünk fel a .nő", , házastársak", , gyermeke" relációknak 
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megfelelő relációjeleket és fejezzük ki a kapott nyelv formu- 
larval a következő rokonsági relációkat: 

al , anyja"; 

b] testvére": 

c) nagyapja ; 

4) , unokatestvére" ; 

e) , Apósa". 


Z. Modellek, azonosságok, azonosan igaz formulák, 
következtetési szabályok 


A logika és igy a matemaukai logika feladata is általá- 
nos gondolkodási törvények, következtetési sérnák elemzése. 
A következőkben a célunk megfogalmazni, hogy az elsőren- 
dű logikában mikor tekintünk két formulát logikailag ekvi- 
valensnek vagy azonosnak, ill. mikor tekintünk egy formulát 
azonosan igaznak. Ezeknek az eszközöknek a birtokában 
azután már könnyű lesz megfogalmazni a helyes következte- 
tési szabalyok fogalmát. 

A következőkben (ebben a részben) rögzítettnek gondo- 
unk egy £ elsőrendű nyelvet és az £ nyelv jeleiből felépülő 
kifejezések, ill. formulák körében vizsgálódunk. Érdemes 
észrevenni, hogyha az E nyelv kifejezéseit és formuláit in- 
terpretaljuk, akkor a nemüres 4 alaphalmaz kijelölése mel- 
lett mmdig annyi konstanst kell kijelölnünk 4-ban, ahány 
konstans jel van £-ben. Az L-beli függvényjelek és relációje- 
lek szintén egyértelműen megadják, hogy hány darab és 
hány változós relációt és függvényt kell megadnunk az 
A halmazon. Megállapodunk abban, hogy az A alaphalmazt 
a kuüelölt konstansokkal, függyényekkel és relációkkal 
együtt struktúrának nevezzük. Az így kapott struktúra jelölé- 
sére vezessük be az A jelet. Latható tehát, hogy L rögzítése 
az L formulái és kifejezései interpretálására alkalmas struk- 
túurából egyértelműen meghatározza a konstansok, a függvé- 
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nyek, a relációk számát és azt, hogy az egyes függvények és a 
relációk hány változáósak. Ezt az előírást röviden az A struk- 
túra típusának nevezzük. Azt mondhatjuk tehát, hogy £ 
meghatározza az interpretálásra alkalmas A struktúra tipu- 
sát. Fontos azt is látni, hogy £ rögzítése mellett szabadon 
választható meg az A struktúra A alaphalmaza (azzal a ki- 
kötéssel, hogy 4 7 4j, és maguk a konstansok, a relációk és a 
függvények is (természetesen a struktúra típusának figyelem- 
bevételével. A változójelek — amik minden nyelvhez hozza- 
tartoznak — csak az A struktúra 4 alaphaimazából vehetik 
értéküket. Csupán ennyi kikötés vonatkozik rájuk (tehat 
ezek rögzítése nem tartozik a struktúrához, csupán a Formu- 
lák és kifejezések értékének meghatározásakor kell a meg- 
adott módon eljarni). 

Azt mondjuk, hogy az £ nyelv egy e formulája igaz az 
A struktúrán, vagy másképpen A medellje p-nek, ha a p-ben 
szabadon előforduló változók értékét bárhogyan rögzítve 4A- 
ban, e értéke minden esetben igaz lesz. Azt. hogy A modellje 
e0-nek, röviden így jelöljük : 


E (p. 


Gyakorló feladat 


7. Az E nyely - a szokásos jeleken kívül álljon egy kétváltozós fugg- 
vényjelből: -h. és két kétváltozós relációájelból: — és -. Az £-nek megfele- 
ló A struktúra alaphalmaza legyen a racionális számok 0 halmaza, a 
-4- -nak feleljen meg az összeadás, az s és — relációjelek jelentése legyen a 
szokásos azonosságreláció, III. a rendezés €9-n. Igazoljuk, hogy a követke- 
ző lormuláknak A modellje: 


al Xty- ytxX; 
bh xzgyaxtz d yt, 


c) Vxgyizix tiz — yi 


ZAl 


Megeldds: 


a) Tudjuk, hogy az összeadás a racionális számok körében kommula- 
(ív. Éz azt jelenti, hogy akárhogyan is választjuk meg €-ból x és r értékét, 
az z jel jobb és bal oldalán ugyanazt a racionális számot kapjuk, tehál a 
formula értéke igaz. Ez azt jelenti. hogy 


Fartir- Vht. 


b] A formula az A struktúrán azt fejezi ki. hogy a racionális számok kö- 
rében érlelmezett összeadás szigorúan monoton, azaz, ha nagyobb szám- 
hoz adjuk hozzá ugyartazt a számot, akkor nagyobb számot kapunk. Tud- 
juk, hogy ez az állítás igaz, ezért bárhogyan is rögzítjük x, v és - értékét 
£9-ból. valahányszor az implikáció előtagja igaz. az ulótag is igaz lesz. 
tehát ; 

KaXx ara xtIi TT p-ti. 

cs A formulát az A struktúrán értelmezve azt fejezi ki, hogy az össze- 
adasnak van inverz művelete, azaz bárhogyan rögzítjük x és r értékét 
(9-ban. mindig van, olyan racionális szám, amit x értékéhez adva, pr ertékél 
kapjuk. Ez a kvantorok használalára vonatkozó megállapodásunk alapjan 
azt jelenti. hogy a formula A-n igaz, tehát 


FaYxY yazix hr sz 4], 


Az előző 6. gyakorló feladat a) és b ) részében azt tapasztal- 
tuk, hogy az ott szereplő formulák bár szabad változókat 
tartalmaztak - az adott struktúrán igazak voltak. Ez az uni- 
verzális kvantor értékelésére vonatkozó megállapodásunk 
alapján azt jelenti, hogy ezek a formulák is igazak az 
A struktúrán, amit az előzőkből úgy kapunk, hogy a szabad 
változókat univerzális kvantorral kötjük le. Az előző meg- 
allapítás általában is igaz, tehát ha o egy olyan formula, 
amelyben az XI, X2...., X, változók fordulnak elő szaba- 
don, és 


Fat 
akkor az 15 igaz, hogy 


FX VX. ÉXe0. 


1 A 
ad 
FA 


Az L elsőrendű nyelv egy e formuláját azonosan igaznak 
(logikai igazságnak) nevezzük, ha bármely (az L-nek megfele- 
lő) struktúrán igaz. Azt, hogy p azonosan igaz, így jelöljük : 

Fé. 

A 0 és 0 formulákról akkor mondjuk, hogy ekvivalen- 
sek, ha mindkettő ugyanazokon a struktúrákon igaz, tehát 
ha minden olyan struktúrán, amin Pi Igaz, 02 15 Igaz, és for- 
dítva. Ha ey és ea ekvivalens, azt így fogjuk jelölni: 

Pi z-P2- 

A definíciókból világos, hogy 9, z 02 akkor és csak akkor 
igaz, ha EG FG2. j ; 

Az egyszerüség kedvéért a következő gyakorlatokban ite- 


gyük fel, hogy az L nyelvben szerepelnek a P, € egyváltozós 
és R kétváltozós relációjelek. 


Gyakorló feladatuk 


8. Igazoljuk a következő azonossagokat : 
aj TyxPix]) E 3x 1FÍxk 
hh! A]3xPix] zs vx 1Fixh 
eh Jag a Bix) sz VxPix]: 
di dYyx1Pix) — 3xPfx) 


MH egetelets : 


a) Tegyük fel. hogy egy megfelelő tipusú A struktúrán igaz "vxPixh. 
Ekkor a negáció definiciója alapján v.xPfx) hamis, ez azt jelenti, hogy P(x) 
az A alaphalmaznak nem minden elemére igaz, tehát van A-nak olyan ele- 
me, amelyre "1PÍx) igaz. Így az egzisztenciális kvantor definiciója szerint 
3x 1P(x) igaz. Az okoskodás megfordithaló, igy az azonosság fennáll. 

b) Tegyük fel, hogy az A struktúrán "IJ3xFixi igaz. Ekkor 3x!Fx) ha- 
mis, tehát Píx) az 4 minden elemére hamis, de ez azt jelenti, hogy "1P(x) 
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minden elemre igaz, tehát V.x 1 P(re) igaz. Az okoskodás megfordítható, te- 
hát az azonosság helyes. 

c) Alkalmazzuk a b4-ben igazolt azonosságot P helyett 7P-re és hasz- 
náljuk fel, hogy "1 1P(xJE P(x). Így éppen a bizonyítandó állítást kapjuk. 

d) Az a ) azonosságot használjuk fel P helyett 7P-re, és ismét a kettös 
negació törvényét alkalmazva a bizonyítandó azonosságot kapjuk. 

3. Igazoljuk a következő állításokat: 


a VxiFixha Ütxh — VePix) A VO): 
b] dx(Pix)v 00) s 3xPlx) v AxO(x): 
e) FÍVYxPix] v vxO0)) — vxiPíx] v Öf-e)): 
d) FR ÖIÉPÍx) 00] — (dx Pix) A 3x0(x)h 


Megoldás : 


4) Tegyük fel, hogy egy A struktúrán igaz az azonosság bal oldalán álló 
formula: Ez azt jelenti, hogy a Pfxb5 0(e) formula az alaphalmaz minden 
elemére igaz, de a konjunkció definíciója szerint ez csak úgy lehet. ha Pixy 
és U(x)is igaz az alaphalrnaz minden elemére. de akkor v.xPix) és YxOlx) 
igazak A-n. tehát a konjunkciójuk, vagyis a jobb oldali formula is Igaz. 

Megfordítva. ha a jobb oldalon álló konjunkció igaz, akkor VxPix) és 
VxOtx] is igaz, de akkor Pífx) és Of) is igaz az alaphalmaz tetszüleges ele- 
mére. Ebből következik. hogy a Píx) A 01) formula is igaz az alaphalmaz 
minden elemére, tehát a Vx(Pix) A O(x)) formula igaz. 

b A bal oldalon állá formula akkor és csak akkor hamis. ha Pirx) v Ox) 
az 4 minden elemére hamis. Ez viszont akkor és csak akkor teljesül, ha 
Píxhés A) is hamis értéket vesz fel A minden elemére. Az utóbbi állítás 
ekvivalens azzal, hogy 3xPíxyés JxOfr) is hamis, ami akkor és csak akkor 
igaz, ha 3 Pic) v 3xr0(x) hamis. 

c4 Azt kel! megmutatni. hogy tetszőleges - megfelelő tipusú -- A struk- 
túrán igaz az implikáció., azaz az impiikáció defimiciója szerint minden 
olyan struktúrán, amin az előtag igaz, az utótag is igaz. 

Tegyük fel, hogy egy A siruktúrán VxPfxr) v VxO(x) igaz. A diszjunkció 
definíciója szerint ekkor Yx Pfx] és vxOlx) közül legalább az egyik igaz, te- 
hát Pfx) és Ax) közül legalább az egyik az alanhalmaz minden elemére 
igaz értéket vesz fel. Ekkor azonban Píx)v O0(x) ismét csak a diszjunkció 
definiciója szerint az alaphalmaz minden elemére igaz, tehát a vxiPíx]v 
v Cxi formula értéke igaz A-n. 

d) Itt ís azt kell megmutatni, hogy minden olyan siruklúrán. amin az 
implikáció előtagja igaz. az utótagja ís igaz. 
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Tegyük fel, hogy A-n igaz J3x(PR(x] A Ü1xh Ebből következik, hogy 
Pix)a Ole) az alaphalmaznak nem minden elemére hamis, azaz van olyan 


eleme A-nak, amire igaz. Erre az A-beli elemre akkor P(x) és (xx) ís igaz, 


tehát az egzisztenciális kvanlor értelme szerint 3x Pic) is, meg 3xÖtx] Is 


igaz, azaz a 3xPfx) a 3xO(x) formula igaz. NN 
18. [gazoljuk. hogy a következő formulák nem azonosan igazak : 


a) Vx(PCJ s 060) — (vxPlx) v VxOL)): 
h)  (dxPíxja AxO0e)) — dl Plx)] a Ox] 


Megoldás : 


Azt. hogy egy formula nem azonosan igaz, nyilván úgy igazolhaljuk. 
hogy megadunk egy megfelelő típusú siruktuúrat, amelyen a formula hamis 
ertéket vesz fel. j 
e Legyen az A struktúra alaphalmaza NM, P jelentése legyen a "Páros 
szám" predikátumhoz tartozó reláció, € jelentése pedig a ,. páratlan szám 

ika jellemzett reláció. 
een az interpretációban az implikáció előtagja, a vxiP(x]v szé) 
nyilván igaz, hiszen minden természetes szam vagy Páros. vagy páratlan 

Az implikáció utólagja. a YxPlixjv Yxülxi formula hamis, mert A Isz- 
junkció mindkét tagja hamis. Ugyanis PÍx] a páratlan számokra. ex] a pi 
ros szárnokra hamis, tehát Yx P(x) is és vxÉlx] 15 hamis. Mivel az impliká- 
ció előtagia igaz, utótagja hamis. a formula hamis A-n. 

b) Válasszuk A-nak úgyanazt a siruktúrát, mint az a ) esetben. kele 

Az implikáció előtagja. a 3xPfx) A 3x((x) igaz, meri a konjun c. 
mindkét tagja igaz. hiszen van páros szám 15 I-ben és van paratlan 
máz implikáció utótagja nyilván harnis. hiszen a Píxja €Xx) N minden 
elernére hamis, mivel egyik természetes szám sem lehel egyszerre paros és 
páratlan. A formula tehát A-n hamis. I 

11. Igazoljuk a következő állításokat : 


al zFöYxPixja Max); 
bi — Píx) — 3xPix): 
e) zYxPixh— 3xPix]. 


295 


Megoldás : 


a) Legyen A olyan struktúra, amin az implikáció előtagja igaz. Ez azt 
jelenti, hogy az alaphalmazon Plx) minden elemre igaz, tehát az ulótag 
igaz. Azt kaptuk tehát, hogy a formula értéke az x vállozó minden értékére 
igaz A-n. Az eredmény azt mulatja, hogy a formula azonosan igaz. 

hb) Legyen A tetszőleges struktúra. Azt kell megmutalnunk, hogy ezen 
az implikáció igaz. Ha az előtag az alaphalmaz valamely elemére hamis. 
akkor az implikáció értéke az utótaglól függetlenül igaz. Ha az előtag vala- 
mely elemre igaz, akkor az egzisztencialis kvantor értelmezése szerint az 
utótag értéke igaz. így a formula értéke ebben az esetben is igaz. A formula 
tehát azonosan igaz. 

c) A kigjelentéslogikából tudjuk. hogy tetszöleges a, ff, : formulára. ha 
x— fős §— , igaz, akkor 35 is igaz. Ezt alkalmazhatjuk itt is. Tetszöleges 
struktúrát 15 választunk, ezen a szerint YxPfx) — Pix]és b) szerint Pf) — 
— ]3xPtx) is igaz, de akkor a VxPíxr) — 3xPíx) ís igaz, tehát az állítás 
fennáll. 

(2. Mutassuk meg, hogy 


E JaiYrRíx. vr) — Yv3xRíx. v) 
de a 
Vrix.Ríx, ra IXYvRÍx, v) 


formula nem azonosan igaz. 


Megoldás: 


válasszunk egy tetszőleges megfelelő típusú A struktúrát és tegyük 
fel. hogy ezen az rmplikáció előtagja igaz. Ez azt jelenti, hogy az alaphal- 
maznak van olyan eleme - jelöljünk egy ilyet e-ial - amelyre YxRir. YI ér- 
léke igaz. Ez utóbbi azt jelenti, hogy az RÉx, vi formula értéke az x helyére 
trat léve az alaphalmaz tetszőleges elemére igaz. Ekkor azonban az ep- 
zisztenciális kvantor jelentése szerint a 3rRfv. y) formula értéke az alap- 
halmaz tetszőleges elemére igaz. tehát VrdgxR(rv. v) igaz A-n. Eredményünk 
azt jelenti, hogy 


FR JxVrRíx, ro YVI3XRÍx, vl 


Válasszuk most a következő struktúrát: Az alaphalmaz legyen €). a ra- 
cionális számok halmaza, R-et pedig interpretáljuk úgy, hogy a szokásos 
kisebb relációt jelentse €9-n. Ekkor Vyr3x.Ríx. v) értéke igaz. mert azt fejezi 
ki. hogy minden racionális számnál van kisebb. A 3xYrRlx, v) formula ér- 


zZát 


téke viszont hamis, mert azt mondja, hogy van olyan racionális szám, ami- 
nél bármelyik racionális szám nagyobb. Ez az eredmény azt mutatja, hogy 
a választott struktúrán a 

vr3x.Ríx, vy] — 3xVyRíx, v) 


formula hamis, tehát nem lehet azoncsan igaz. 


A helyes következtetési szabaly definiciója itt, az elsőren- 
dű logikában, formailag hasonló módon adható meg, mint a 
k ijelentéslogikában. Itt is egy tetszőlegesen rögzített, első- 
rendű nyelv formulaáai körében értelmezzük a következmény- 
fogalmat: 

akkor mondjuk, hogy a 01, ea, ..., 04 formulaknak követ- 
kezménye a a formula, ha tetszőlegesen megadott — megfelelő 
típusú A siruktuúrán és a a L, . .., u 0 formulákbhan szabadon 
előforduló változók tetszőleges olyan rögzített értéke mellett, 
amelyre Or, (po, .... Pp, értéke igaz, a p értéke ís igaz. Azt, 
hogy a 61. o, . . ., Px tormuláknak következménye a p for- 
mula, igy jelöljük : 


Pa Dzs Ox FG. 


Gyakorló feladatok 


13. Igazoljuk a következő állításokat fitt is, mint az előzőkben. feltesz- 
szük, hogy a nyelv jelei között szerepelnek a P, 0, KR relációjelekl: 


a) Vx(PLJ-OLJK — PLx) F O(r: 
bi Píxh 0íxy E ojíPix] A Ofxk 
cp vxtPíxjae 0díx verdíxje RíxH F Va Pix] e RÍx 


M egaldás : 
a) Tegyük fel, hogy az A siruktúrán és a Píxj-ben előforduló x szabad 


változónak u E A ertékére a V-A Pixjo ex) és Pix] formulák igazak. Ekkor 
az univerzális kvantor definiciója szerint PixjoG(ix) az A alaphalmaz mm- 
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den elemére, tehát a-ra 15 igaz. Mivel az implikació előtagja I5 igaz a-ra. 
ezért az utótag, a (Hx) formula 13 igaz a-ra, tehát a következtetési szabály 
helyes. 

b) Tegyük fel, hogy A olyan struktúra, és a az alaphalmaznak olyan ele- 
me, amelyre a két feltétellormula igaz, így az egzisztenciáhs kvantor értel- 
me alapján j3xÍPíx) a Of ís igaz, tehát a következtetés helyes. 

c) Vegyük észre, hogy a következtetési sémában csak zárt formulák 
vannak, igy elég megmutatni. hogy minden olyan A siruktúran. amin a 
premisszák igazak. a következmény Is Igaz. 

Tegyük fel. hogy a két premissza igaz egy megfelelő struktúrán. Ekkor a 
Pixj—a Ax) és Ox RÍx]) formulák az alaphalmaz tetszőleges elemére íiga- 
zak. de az implikációnak a kijelentéslogikából ismert tulajdonsága miali 
ebből következik. hogy a Pic Rf) implikáció is igaz az alaphalmaz tet- 
szóleges elemére, tehát a Vxft Pici Río formula igaz. 

14. Igazoljuk, hogy a felsorolt következtetési szabályok helyesek ifel- 
tesszük, hogy olyan Z. nyelvvel foglalkozunk, amelyben van egy R-rel jelölt 
kétváltozós relációk: 


al fegyRfr aj VxRíx, x); 

hb] Wx1RIx, xl, vogyyzii RÍx, ya. Rív, zh — Ríx, TH 
s xy Rix. va a Ríy xh 

ci VxwtRix, va Rír. x) 
vxegryztíígér, vh Rív. 2) - Rwx. -) 
vxivRix.vrti VxRfx x] 


Megoldás: 


a) Válasszunk egy megfelelő típusú A struktúrát és tegyük fel. hogy 
azon igaz a premissza, a VxgyRix, vh) formula. Ez azt jelenti. hogy a 
vyRérx. y) formula az alaphalmaz tetszőleges e elemére igaz. Ismét csak az 
univerzális kvantor értelme szerint Ríx, v] az alaphalmaz tetszöleges fa. b] 
elempárjára igaz. Ha tehát Ríx. xbértékét tetszőleges az 4-ra nézzük. az 15 
igaz, vagyis VxRíx, x) azaz a konklúzió Igaz A-n. 

h. [tt a következtetési szabály helyességének igazolását könnyebb kö- 
vetni, ha egy tetszőleges A siruktúrán egy X-nek megfelelő g kétváltozós 
relációt szemléltetünk : legyenek az alaphalmaz elemei pontok. és ha két 
elem. a és b között fennáll a e reláció, azt úgy jelöljük. hogy egy a-ból b-be 
vezető nyilat rajzolunk (az igy kapott szemléletes képet a e relációt szem- 
léltető grálnak nevezzük) 
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85, abra $6. ábra 
u 

CK 

8.1. abra 


Tegyük fel most. hogy adott egy megfelelő típusú A síruktúra és ezen a 
premisszák igazak. de a konklúzió hamis. Ez a feltétel az R-et az A síruktú- 
rán interpretáló a reláció szemléltetésében azt jelenti, hogy van olyan a és b 
pont, ármmelyek mindkét irányban össze vannak kötve ($5. ábral. Azonban a 
második premissza igaz volta azi jelenti, hogy az alaphalmaz tetszőleges ar. 
b. c elemére lennáll, hogy ha a-ból vezet nyil P-be és b-ből r-be, akkor a-bhól 
Is vezet c-be (86. ábrak Ezt c helyett a-ra alkalrnazva azt kapjuk, hogy a az 
a-val ís össze van kötve (87. ábral, ez azonban ellentmond az első premisz- 
sza igaz voltának, hiszen ez szemléletesen azt jelenti, hogy semelyik pont 
sincs összekötve önmagával. Ellentmondásra jutottunk. a feltevés helyte- 
len volt. vagyis minden olyan siruktúrán. amin a premisszák igazak. a 
konklúzió 15 igaz. A következtetési szabály helyes. 

c) Ítt is kézenfekvő a szemléltetést felhasznalni ; így könnyebb álttekin- 
tem a formulák jelentését. Tegyük lel, hogy egy A struktúrán a nrernisszák 
igazak. Az első premissza szemléletesen azt jelenti, hogy minden a. b elem- 
re igaz, hogy ha a-ból vezet nyil b-be, akkor 5-ből ís vezet 4-ba (85. ábra) 
A második premissza jelentését a b) részben láttuk í$6. ábra). A harmadik 
premissza jelentését úgy lehet röviden kifejezmi, hogy minden alapnhalmaz- 
bel elemet szemleltető pontból indul ki nyil. Az utóbbi feltétel biztosítja, 
hogy tetszőleges a-ból indul ki valamely b-be nyil. az első feltétel szerimi 
h-ből a-ba ís vezet nyil, de akkor a középső premissza szerint a önmagával 
is össze van kötve (87, ábra). Eredményünk szerint a konklúzió 15 igaz. te- 
hál a következtetési szabály helyes. 

15. tElemezzük a felsorolt következtetéseket, vagyis adjunk meg megfe- 
lelő elsőrendű nyelvet, amin a szerkezetük leírható, és mutassuk meg, hogy 
a kapott következtetési sémák helyesek : 

a, Minden négyzet paralelogramma. Van olyan húrnégyszög. ami 
négyzet. Tehát: Van olyan paralelogramma, ami húrnégyször. 
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b! Minden középiskolának van tehetséges diákja. A tehetséges diák o- 
kat felveszik az egyetemre. Tehát: Minden középiskola valamelyik diákjál 
lelveszik az egyetemre. 

cl Ha4z Bé 87€.akkor 47€. Tudjuk, hogy tetszőleges A halmaz- 
ra Azzá nem áll lenn. Tehát: Ha 458. akkor 7A nem lehet igaz. 


Megoldás: 


ed lit világos, hogy a küvetkeztetésben három egyváltozós predikálum 
szerepel: . négyzet, , paralelogramma" és ,húrnégyszög"ő, Alkalmas első- 
rendű nyelvet kapunk, ha a nyelv szokásos jelein kívül felveszünk még há- 
rom egyváltozós relációjelet, legyenek ezek: XN. Pés HA kát premissza és 
a konklúzió szerkezetét a következő formulák fejezik ki: 


vxivigo Fix dt Nac]a Mix defPis] a Hix) 
Azt kell megmulatnunk, hogy a 
vxi(wvf fix 0 deíNee] a He) FodeiPéei A Hic) 


következletési sema helyes. 

Legyen A egy megfelelő típusú struktura és tegyük fel. hogy ezén a pre- 
misszák igazak. Ekkor az Nice Re) formula az A alanhalmazának 
minden elemére igaz. és van olyan a elem az alaphalmazban. amelyre 
Nixha Hix) igaz. Erre az a elemre Nix)is és Hív) 15 igaz, de akkor az impli- 
káció deliniciója szerint P(x] is igaz acra. Mivel Pfx)is és H(x) is igaz, ezért 
Pixta H(e) is igaz ara. tehát a konklúzió, a 3x(Pi.xct a Hit) lormula igaz. 
A következtetési szabály tehát helyes. 

hb) Eklemezzük először. hogy milyen predikátumok fordulnak elő a kö- 
vetkeztetést alkotó kijelentések lelépntésében. Az első premisszából kiol- 
vasható. hogy itt az ,x középiskola diákja 17 kétváltozós. és a tehetséges" 
egyváltozós predikátum szerepel, A továbbiak bal még az egyváltozós ,,x-el 
felveszik az egyetemre predikátum elkülönítésére van szükségünk. Ezek 
alapján már megadhatunk egy alkalmas elsőrendű nyelvet. ebben szerepel- 
jenek - a szokásos jeleken kívül a B kétváltozós és TF. F egyváltozós relá- 
ciójelek. Ezek alapján a következtetés szerkezetet így irhatjuk fel: 


xi Dix vh TŰR VA(TÉR]J e Fi FYeIÉDÍXx, e) FOI 


Mutassuk meg, hogy a kapott következtetési szabály helyes! 

Valasszunk egy alkalmas struktúrát és tegyük fel. hogy ezen a pre- 
misszak igazak! Az első premissza dgaz volta azt jelenti, hogy a 
3r(DÉx, va TÍVD formula az alaphalmaz minden elemére igaz. tehát tet- 
szüöleges 4-hoz van olyan b eleme az. alaphalmaznak, amelyre DBÍx, v]a Tíy 
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értéke. azaz D(x. vjés TÍv]) ís igaz, ha x-et az a. r-t a b interpretálja. Mivel 
Tíxje Fix) minden elemre, így b-re is igaz, ezért Ffx) ís igaz b-re, tehát 
Dix, vh FÉ) tetszőleges a mellett 5-re ís igaz, igy a konklúzió igaz a vá- 
lasztott struktúrán. A következtetési szabály helyességét ezzel igazoltuk. 

c) Itt elég az R kétváltozós relációjelet bevenni a nyelvbe, hiszen csak a 
valódi részhalmaz relációt kell figyelembe venni. Az egyes kijelentéseket 
nyilván úgy kell értenünk, hogy tetszőleges halmazokra érvényesek. tehát a 
következtetés szerkezelét így irhatjuk le: 


gxegrvzti RÉx, vh Rír, ch RÍx, Ik 
mea Rír. xi XV RÍx. r) — TRÍv, 0] 


Erről a 14. b) gyakorló feladatban igazoltuk. hogy helyes következtetési 
sema. I 
ló. Igazoljuk, hogy tetszőleges app. 92. .-.. pp formulak esetén 


tŰ j. iga sea (bg F úg 


akkor és csak akkar. ha 


ez (0 AUDA A eb 


Megoldás : 


Tegyük fel. hogy a következtetés helyes, és válasszunk egy tetszőleges, 
megfelelő tpusú A struktúrát. Azt kell megmutatnunk. hogy az implikáció 
igaz A-n. Ehhez elég igazolni. hogy ha az előtag igaz, akkor az utótag 15 
igaz. Az előtag csak úgy lehet igaz, ha a konjünkció minden tagja igaz, ek - 
kor viszont a feltétel szerint az ulólag Is Igaz. 

Megfordítva, ha a formula azonosan igaz, akkor tetszőleges A siruktu- 
rán, a benne szereplő szabad változók tetszőleges értékelésére igaz, tehát 
akkor ís. amikor az implikáció előtagja igaz, vagyis a 9. - --. 0, formulák 
igazak. Ebben az eselben azonban a konklúziónak, w-nek 15 igaznak kell 
lenni, tehát a következtetés helyes. 


Megegvzések. 1. A helyes következtetési szabály delinicióját kézenfek - 
vő lett volna eselleg a következő formában megadni: a e. da... Wy forr 
muláknak következménye a e formula, ha minden olyan struktúrán, armiri 
8). .... 04 igaz. gp 15 igaz. Fizt így ís írhatjuk: ha Fagin. 02. ir Akkor 
F ap (itt ha f egy formulahalmaz, akkor EA jelenti, hogy F minden ele- 
mének modellje A]. 

Könnyű végiggondolni, hogy zárt formulák esetén a két delimició ekvi- 
valens. Ha szabad változókat tartalmazó formulák is vannak a 
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ja sa G0g AD lormulák között, akkor más a helyzet. A most említett kövel- 

kézményfogalam gyengebb, mint az, amit elfogadtunk. Például! a P(x) for- 

mulának a most mondott értelemben következménye a Yx P(x) formula, hi- 

szén az univerzális k vantar értelme alapján minden A struktúrára ferinál! 

hogy ha re P(x), akkor s ax P(x) i 
Másrészt 


P(x) — VxP(x) 
nyilván nem igaz. Hiszen például azon az A siruktúrán, amelynek alaphal- 
aza A - 10) Ij és P-t ugy interpretáljuk, hogy 0-ra lennálljon, 1-re nem, 
x Fix) nyilván hamis, mig a Ffxl-ben szereplő x szabad váltazó érlelme 


megadható úgy íti. legyen 0]. hogy Píx) értéke igaz. A issza tehát ix 

a konklúzió viszont hamis. 109 82 ő Prenussza tehát igaz. 
Z2/Az ebben a részben vizsgált azonossá : 

he 8 gokban, azonosan igaz formu- 

lákban szereplő P(x) 0(x), Rix, stb. formulák helyett általában tetszőle- 


ges e formulát írhatunk. Csak a könnyebb áttekii ső 5 e 
: " unhetős ca. 
náltuk itt ezt az alakot. y etőség kedvéért hasz 


Feladatok 


j 5. [gazoljuk a következő azonosságokat (gp olyan formulát 
jelöl, amely nem tartalmazza szabadon az x változót): 


a) VxPix) z VyPfy); 
b) J3xP(x) s J3yPfy); 
c) 3xPlx]jag z 3x(P(xja e); 
d) VxPe)vp sz Vx(P(x)v ep]; 
e) VxPix) vVYxD(x) z VxYy(P(x) v OGyy): 
1) 3XP(x) A 3xO(r) — 3X3(P(x) a Of); 
9)  VxP(xJo3xp(x) — Ax(P(x)- O(x)), 
ó. Igazoljuk a következő állításokat: 
a) HF YxWyRíx, y)— VxR(x, x) 
b) E O3XR(x, x) — 3x3yR(x, yb; 


m 
r] 
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c) Fk Yxlp— Píx) — (e GYxPtxh ahol e olyan for- 
mula, amelyben nem szerepel az x szabadon. 
7. Adott a következő formula : 


(avxPlx) v 3xO(x)) A (R(x)j— 3x5(x)) 


(P, 0, R, 5 egyváltozós relációjelek) Keressünk az adott for- 
mulához olyan formulát, amelyben kvantorok csak a formu- 
la elején fordulnak elő és a kapott formula ekvivalens az 
eredetivel! 

8. Fogalmazzuk meg az I. fejezet 3. szakaszában található 
(a kategorikus szillogizmusek vizsgálatában szerepelt) 4, E, 
f és 0 tipusú állítások logikai szerkezetet alkalmas elsőren- 
dű nyelven és igazoljuk példaként néhány kategorikus szillo- 
gizmusról, hogy helyes következtetési szabály ! 

9, Alkalmas nyelven írjunk fel olyan formulákat, amelyek - 
kel az alabbi következtetések szerkezete leírható és vizsgál- 
juk meg a kapott sémákról, hogy helyes következtetési sza- 
bályok-e : 

a) Minden élőlény ősének őse ennek az élőlénynek 15 őse. 
semelyik élőlény sem őse önmagának. [lehát: Minden élő- 
lénynek van őse. 

b) Ha van olyan 1-nél nagyobb és 113-nál kisebb szam, 
ami osztója 113-nak, akkor 113-nak van 1 1-nél kisebb prim- 
szám osztója. A 11-nél kisebb primszámok között egyik sem 
osztója 113-nak. Tehát 113-nak mincs 1-nél nagyobb és 
113-nál kisebb osztója. 

c) A falu borbélya azokat és csak azokat borotvalja, akik 
maguk nem borotválkoznak. Ebből következik, hogy a falu- 
ban nincs borbély. 

10. Igazoljuk, hogy a kijelentéslogika egy tetszőleges, azo- 
nosan igaz formulájában a logikai változók helyére egy első- 
rendú nyelv tetszőleges formuláit helyettesítve, a nyelv azo- 
nosan igaz formuláját kapjuk ! 

I. Igazoljuk, hogy ha egy, a kijelentéslogikában helyes 
következtetési szabályban a logikai változók helyett egy el- 
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ve 


sörendű nyelv tetszőleges formuláit helyettesítjük, akkor 
szintén helyes következtetési szabályt kapunk ! 


3. Kielégíthetőség, eldöntésprobléma, 
bizonyításelmélet 


Az előző pontban részletesen foglalkoztunk azzal a fo- 
galommal, hogy egy A struktúra modellje egy p formulának, 
azaz E gp. Szoros kapcsolatban van ezzel a következő foga- 
FOTI IS. Azt mondjuk, hogy egy elsőrendű £ nyelv egy e for- 
mulája kielégíthető egy megfelelő típusú A struktúrán, ha a 
w-ben szabadon előforduló változók értéke megadható az 
A alaphalmazában úgy, hogy e értéke igaz legyen. Nyilván- 
való, hogy ha e zárt formula (tehát nem tartalmaz szabad 
változót), akkor kielégíthető A-n" és , o igaz A-n" ugyan- 
azt jelenti. Szabad változókat is tartalmazó formulákra 
azonban a kielégíthetőség egy struktúrán lényegesen gyen- 
gébb fogalom, mint az igazság ezen a struktúrán. 

Az £ nyelv egy e formulájáról azt mondjuk, hogy kielégít- 
hető, ha van olyan struktúra, amin ep kielégíthető. 


Gyakorló feladat 


17. [gazoljuk. hogy egy £ elsőrendű nyelv egy a formulájára — w akkor 
és csak akkor igaz, ha 1 nem kielégíthető! 


Megoldás: 


A definiciókat És a) jelentését kel! végiggondolnunk. A — ep állítás ak- 
kor és csak akkor igaz, ha a telszőleges A struktúrán — 4. Egy A struktú- 
rán p akkor és csak akkar igaz, ha "1 nem elégíthető ki ezen a siruktú- 


rán. Ebből következik, hogy Fog és "1e nem kielégíthető. ekvivalens 
allitasok. 
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A most igazolt összefüggés alapján annak a kérdésnek a 
vizsgálata, hogy egy p formula azonosan igaz-e vagy nem, 
vissza vezethető a következő problémára: a "te formula ki- 
elégíthető-e vagy sem? 

Azt a kérdést, hogy egy formula azonosan igaz-e vagy 
sem, a kijelentéskalkulusban algoritmikus eszközökkel elég 
egyszerűen el lehetett dönteni (például teljes diszjunktív nor- 
málformára hozással, értéktáblázat készítésével). Mivel a he- 
lyes következtetési szabály problémája ívagy az azonossá- 
gok igaz voltának kérdése) visszavezethető arra, hogy egy al- 
kalmas formula azonosan igaz-e vagy sem, az utóbbi algorit- 
mussal való megoldhatóságának nagy jelentősége van. Áz 
algoritmussal való megoldhatóság lényegében azt jelenti, 
hogy írható olyan számítógépes program, amelynek alapjan 
a gép elvben tetszőleges formuláról véges idő alatt eldönti, 
azonosan igaz-e vagy nem. 

Az elsőrendű logika , azonosan igaz formula" fogalmának 
definíciója nyilván nem alkalmas ilyen algoritmus megadá- 
sára, hiszen a definícióban azt követeljük meg, hogy terszőle- 
ges modellen igaz legyen a formula. Ez már az alaphalmaz 
választása miatt is eleve végtelen sok esetet jelent. Ha pedig 
egy konkrét alaphalmaz végtelen, akkor ezen a relációk vá- 
lasztása is végtelen sok struktúrát jelent (ha legalabb egy. 
legalább egyváltozós relációjel van a nyelvbenk. Ugyanilyen 
jellegű problémát okoz egy formula kielégíthetőségének 
ellenőrzése. Magát a problémát eldöntésproblémának nevez- 
zük. Az eldöntésprobléma vizsgálata hosszú időn keresztül 
abba az irányba vezetett, hogy megoldó algoritmust próbál- 
tak keresni, de ilyet nem sikerült találni. Végül 1936-ban 
A. Church amerikai matematikus igazolta, hogy az eldön- 
tésproblémához nem lehet találni megoldó algoritmust. Ez a 
bizonyítás igényelte először az algoritmus eddig Intuitíve vI- 
lágos fogalmának szabatos matematikai definícióját, és ktin- 
dulópontja lett a matematikai logika egy ma ís rohamosan 
fejlődő ága, az algorítmuselmélet kialakulásának. 
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Természetes módon az elsőrendű logika egyik legfonto- 
sabb alkalmazást területe a matematika alapjaival kapcsola- 
tos vizsgalatok. A matematika szimte minden ágában alapve- 
tő reláció az azonosság vagy identitásreláció. Egy 4 halma- 
zon definiált identitás- (egyenlőség-) reláció az általunk elfo- 
gadott értelmezésben a következőt jelenti: 


I. — (la; ajlac At. 


Amikor egy-egy matematikai tudományág alapjainak 
problémátrval foglalkozunk és egy-egy ehhez szükséges első- 
rendű nyelvet rögzítünk, akkor ebben mindig szerepel a relá- 
ciójelek között a szokásos — kétváltozós relációjel. Ezzel 
kapcsolatban az is szokásos megállapodás, hogy az — jelet 
tetszőleges struktúrán mindig az alaphalmazhoz tartozó 
. tdentitásrelációval interpretáljuk. A következőkben minden 
olyan esetben, amikor a vizsgált elsőrendű nyelv jelei között 
az — kétváltozós relációjel is szerepel, az összes szóba jövő 
interpretációban ezt mindig az identitásrelációval interpre- 
táljuk. Ezt a megszorítást értelemszerűen alkalmazzuk az 
igazság, az azonos igazság, a kielégithetőség és a logikai kö- 
vetkezmény definíciójában is. 


Gyakorló feladatok 


18. Legyen £ olyan elsőrendű nyelv, amelyben a szokásos jeleken kívül 
az — kélvaltozós relációjel szerepel. Döntsük el. hogy a megadott formu- 
lak hány elemű alaphalmazzal rendelkező struktúrán lehetnek igazak: 


th J3xÍ 1x— xx); 
hi 3xÍ(xzxaYyiíceg] 
c) 3x3Hdx—vaWzlz—x vizyő 
dd j3x.]3x,.de[/drj—xsa TIxpsxyAuA TX. 
zX.8 Nep xzáA la TX XA Kx aa ÍR EX 


szXpgg v.o vk FX 


H "near a 


Megoldás: 


Az f. nyelv jelei között-szerenel az —. így a formulák interprelációjára 
alkalmazzuk az előzőkben említett megállapodást. 

a) A formula csak akkor lehet igaz egy A siruktúrán, ha az x valtozó- 
nak van olyan értéke. amelyre a 1xzx formula igaz. A megállapodás 
alapján az — relációt /,-ként interpretáljuk, és mivel tetszőleges ac A 
elemre (a, a) e ! , ezért a "1x—x formula az x változó minden értékére ha- 
mis. tehát a 3x( 1 ax) formula hamis A-n, Mivel A tetszőleges megfelelő 
tipusú — struktúra volt, a formula nem elégíthető ki. 

A 17. gyakorló feladat eredménye szerint ebből következik. hogy a 
—-3x( 1x—x) — vxlx—x) formula azonosan igaz azaz. 


B YVxix s xx). 


b Válasszuk meg az A struktúrát a mondott módon, tehát a nem üres 
A alaphalmazon kívül még az 1 , reláció szerepeljen A-ban, és legyük fel, 
hogy a formula igaz A-n. Ez azt jelenti, hogy 4-nak van olyan eleme, 
amelyre az xs x a vVafx — v) formula igaz. legyen ez a. Ekkor x— x Is igaz u- 
ra. Ez utábbi azt jelenti. hogy x— r-nak tetszőleges be A-ra igaznak kell 
lennie, ha x-et a-ként. r-t pedig b-ként interpretáljuk. Ez nyilván csak úgy 
lehet igaz. ha A egyetlen eleme a, azaz [41- 1. 

e) Az előzőhöz hasonló meggondolással adódik, hogy ha egy A struk- 
túrán a formula igaz, akkor A alaphalmaza, A. kételemű, azaz [4]— 2. 

d) Az előző b) és c) formula alapján világos. hogy ez a formula csak 
olyan struktúrán igaz. amelyben az alaphalmaznak n eleme van. 

Érdemes még megjegyezni, hogy a BA, c) és d) formulák zártak, így ha 
igazság helyett kielégíthetőséget vizsgálunk, akkor ís ugyanerre az ered- 
ményre jutunk. 

19. Legyen az elsőrendű £ nyelvben a szokásos jeleken kivül R az egyet- 
len kétváltozós relációjel. Igazoljuk, hogy a 


vx ARix, x] a vxweezülRíx, va Ríy. 2) — Rix, a VxdyRíx. v) 


formula nem elégíthető ki olyan struktúrán, armnek alaphalmaza véges, de 
van olyan végtelen alaphalmazú struktúra, amelyen a formula igaz! 


Megoldás: 
Használjuk fel az okoskodás megkönnyítésére itt ís a I4. gyakorló fel- 
adat megoldásában már alkalmazott szemléltetést. Tegyük fel az állítással 


ellentétben, hogy van olyan A struktúra, aminek 4 alaphalmaza véges és a 
formula igaz A-n. Az A elemeit pontokkal szemléltetjük, és ha két elem kö- 
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zött fennáll a reláció, akkor ezt a két elem képét összekötő nyilla! szemlél- 
tetjük. 

Feltettük, hogy A-n igaz a formula. Ez csak úgy lehet, ha a formulában 
szereplő mindhárom koönjunkeciós tag igaz. A harmadik könjuünkciós tag 
igaz volta azt jelenti, hogy minden pontból indul ki nyil. Mivel csak véges 
sak eleme van A-nak, ezért egy a € A-t szemléltető pontból kiindulva egy- 
szer visszaérünk nyilak mentén egy olyan pontba, ahol már voltunk. Így 
egy kört kapunk (88. ábra, amelyet az a), do, .... d. , ÉS ese elemek 
alkotnak. 





88. abra 


91-k 


d4.I ü0. abra 


A formula második konjunkciós tagja is igaz. Ez szemléletesen azt je- 
leni, hogy ha a-ból vezet nyil b-be és b-ből c-be, akkor a-ból is vezel nyil 
0-be. Ez bármely a. b, c elernhármasra igaz. Ezek alapján a kört alkotó ele- 
mek között a,-ből a,-be, a,-ből a,-ba vezet nyil, de akkor a,-ből a.-ba is. 
Mivel as-ból vezet nyil a4-be, akkar a,-ből a,-be is, és így tovább, végül azt 
kamuk, hogy ay-ből a, . ,-be ís vezet nyil (89. ábra). Alkalmazzuk most ezt 
a tulajdonságot az a—c—a, és b— a, , elemekre, akkor azt kapjuk. hogy 
ép-ből ís vezet nyil a,-be (90. ábrad. Ez viszont ellentmond annak, hogy a 
formula első könjunkciós tagja ís igaz, hiszen ennek igaz volta azt jelenti, 
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hogy semelyik elemet ábrázoló pontból sem vezet nyil önmagába. Ellent- 
mondásra jutottunk, tehát a feltevés helytelen, a formula A-n hamis. Mivel 
A tetszőleges véges alaphalmazú siruktúra, ezzel igazoltuk azt az allítást, 
hogy a lormula véges struktúrán ném elégíthető kt. 

A következő B siruktúra alaphalmaza legyen N és R-et interpretáljuk a 
természetes szárnok szokásos — rendezésével. Mivel tudjuk, hogy a lermé- 


szetes szárnok rendezése irrellexiv (ezt fejezi ki Yx"1Ríx, x) konjunkciós 


tagh tranzitív (ezt fejezi ki a VxeyyryztíRix, ep Ríy. zh - Ríx, -]] második 
konjunkciós tag) és minden természetes számnál van nagyobb ezt a har- 
madik. vxdgyRlre. y) konjunkciós tag fejezi ki), ezért a formula a B siruktú- 
rán igaz. 

Érdemes még megjegyezni, hogy ha a leladatban szereplő formulát 
p-vel jelöljük. akkor 1 olyan formula, amely tetszőleges ne IN-re n ele- 
met tartalmazó alaphalmazzal rendelkező megfelelő strukiúrán igaz. de 
van olyan végtelen struktúra, amin hamis. 

20. Tegyük fel. hogy egy £ elsőrendű nyelv jelei között csak a 
PP... P, egyváltozós relációjélek fordulnak elő. Igazoljuk, hogy a 
nyelv egy tetszőleges formulájára fennáll a következő állítás: ha a formula 
kielégíthető. akkor kielégíthető egy olyan struktúrán 15. amelynek alaphal- 
maza véges. és legfeljebb 2" elemet tartalmaz! 


Megeldes : 


Tegyük fel, hogy az £ nyely egy e formulája kielégíthető egy A struktú- 
rán, aminek alaphalmaza A. Ha l4ts325 akkor nincs mit bizonyitani. igy 
tegyük fel, hogy ha 4 véges. akkor [4152 vagy A vek A siruktúrá- 
hoz tartozó egyváltozós relációk legyenek g,.4;.. . Konstruáalmi fo- 
gunk egy olyan A" síiruktuúrát, amelynek alaphalmaza 4 e A és IAJE2 és 
a megfelelő 97. 02. . .., 04 egyváltozós relációk a 61. 65. . . .. 64 relációk A-re 
való leszükítései, azaz o — 9.04. Baj — 1.2. .... k. Ezt az A" struktúrát 
úgy építjük föl. hogy p ezen kielégíthető legyen. 


Először az 4 halmaz elemeit osztályokba soroljuk a következő módon. 
Jelöljön 7... .i, egy k hosszúságú, 0-kból és 1-esekből álló sorozatot. Az 
ÖSSZES lehetséges ilyen sorozatok szárna nyilván 24, hiszen minden i; kétfé- 
leképpen választható és ezek a választások egymástól függetlenek. Ezek- 
nek a sorozatoknak megfelelően, az 4 alaphalmazt felbontjuk páronként 
közös elem. nélküli részhalmazokra, amelyeknek egyesítése kiadja az 
A halmazt a következő módom: Az, a — de AlRt,—Ü és GÉ, vagy F,— 1 
és dE0.J—- 1.2... ki. A kapott részhalrmazok között lehetnek üresek is. 
A, definicióból világos, hogy az 4 halmaz tetszőleges eleme egy és csak egy 
részhalmazba tartozik. Ezután az igy kapott nem üres részhalmazok minzd- 
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egyikéből kiválasztunk egy elemet, jelölje ezeket a), u. .., c, (m ED. Az 
A halmaz elemei éppen ezek a kiválasztott elemek legyenek : 


[AN I a r s kh 
A TT ré ps Ea sss Eg pe 


A megfelelő 65-k definícióját már megadtuk. Értielmezzünk még egy f leké- 
pnezést az 4-bol 4-be a következő módon: 

fD: 4GA. GE A eselén fia)ssa ha er és az ugyanannak a részhalmaznak 
az elemei A definició a részhalmazok könsírukciója miall egyértelmű. 
A definícióból világos, hogy 4 € 9; akkor és csak akkor igaz. ha fiu)eg; 
ff — 1.2... kj Ezt úgy ís mondhatjuk. hogy az f leképezés relációlartó. 
A. definicióból világos. hogy ha gy 4, akkor giz 4 ha 0, EH. akkor gr ü 
és végül, ha 9,— 8. akkor a/— B ís teljesül ( — 1, 2. .... k esetén. 

delöljük a e formulában szabadon előforduló változókat igy: 
Xg. Xg Xg A feltevés szerint e kielégíthető A-n, tehal vannak olyan 
ép. a... d, E A alaphalmazbeli elemek. amelyekel rendre áz XI. €xss xy 
változók értékének véve, pw értéke a struktúrán igaznak adódik. Az előző 
könstrukcióból következik. hogy ha az €), vo. .... x, változákhoz rendre 
az fia) fidh o... flc,)e 4 elemet rendeljük hozzá, akkor a a formula ér- 
léke igaz lesz A-n, tehát p az A" struktúrán is kielégíthető. 


A most bizonyított eredményből következik, hogy a leg- 
feljebb egyváltozós relációjeleket tartalmazó elsőrendű nyel- 
vek formulát körében az eldöntésprobléma megoldható. Er- 
re a kérdésre a feladatokban visszatérünk. 

Erdemes még megemlíteni, hogy az eldöntésprobléma 
visszavezethető olyan elsőrendű nyelvek formuláinak köré- 
re, amelyekben legleljebb kétváltozós relációjelek vannak. 
Ez mutatja, hogy az egy- és kétváltozós relációk viselkedése 
között eles határ húzódik. 

Az elsőrendű logikában éppen az eldöntésprobléma meg- 
oldhatatlansága miatt igen jelentős az a lény, hogy az azono- 
san igaz formulákat formális, szintaktikus módszerrel, axio- 
mattkusan is lehet jellemezni. Ezt a módszert már a kijelen- 
téskalkulusban megismertük. Az elsőrendű logikának ez a 
felépítése már a bizonyításelmélet témaköréhez tartozik. 

Az eddigiekben alkalmazott vizsgálati módszerünk, ahol 
halmazokkal, struktúrákkal, modellekkel is foglalkoztunk, a 
modetlelmélet területéhez sorolható. 
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Az elsőrendű nyelv ismert definicióját annyiban egysze- 
rűbbé tehetjük. hogy a logikai jelek közé csak a 1, — és V 
jeleket vesszük fel (tudjuk, hogy ezekkel a többi kifejezhetől. 
Ezekkel a formula fogalmának definiciója Is egyszerűbb lesz, 
a primformulák ból csak a. "1. — és V jelek felhasználásával 
építünk fel formulákat. 

Az axiómák megadása előtt még egy segédeszközre van 
szükségünk, ez a helyettesítés fogalma. A matematikaban jól 
ismerjük ezt a fogalmat. Tudjuk például, hogy a természetes 
számok körében igaz a következő azonosság : 


(xryy — xi r2xyt yt 


Itt az x változó helyett a 2a, az v változó helyett a 3h kife- 
jezést helyettesítve, a következő azonossághoz jutunk : 


(2ar3by — 4474 12ah49b-, 


Általában, ha adott egy k kifejezés, egy x változójel és egy / 
kifejezés, akkor k [/] jelöli azt a kifejezést, amelyet k-ből úgy 
kapunk, hogy x minden előfordulása helyébe 7-t helyettesi- 
tünk. 

Formulákban csak szabadon előforduló változók helyére 
helyettesíthetünk. Ha e egy formula, x egy változó és k egy 
kifejezés, akkor e [4] jelöli azt a formulát, amit e-ből úgy 
kapunk, hogy x minden szabad előfordulása helyébe k-t he- 
lyettesítünk. Ha semmi más kikötést nem teszünk, akkor ér- 
telmetlen dolgokat is kaphatunk. Féldául egy megfelelő 
nyelven a 3y(x c y) formula igaz állítást fejez ki egy alkalmas 
struktúrán. Ha ebben az x szabad változó helyére az y kifeje- 
zést helyettesítjük, akkor az ugyanezen a struktúrán a hamis 
J3y(v — v) állítást kapjuk. A bajt itt láthatóan az okozza, hogy 
abban a kifejezésben, amit x helyére helyettesítünk, szerepel 
az v változójel, amit azon a helyen, ahová helyettesítjük , 
kvantor köt le. Ha ez az eset nem fordul elő, akkor azt 
mondjuk, hogy a helyettesítés megengedett. 

Áttérünk az axiómarendszer ismertetésére, 


Ha e, iv és y tetszöleges tormulák, akkor a következő há- 
rom formulatipust axiómának fogadjuk el és ezeket állítás- 
axiomaknak hívjuk : 


(AL) po (wow): 
(AZ) (0ch4ozhj olte le eg): 
(A3.) (ro egjot( 14—opje) 


A következő két axiómát kvantoraxiómánuk nevezziik. 
Ezekben e), ig tetszőleges formula, A tetszőleges kifejezés, x 
változójel. Feltesszük, hogy a p.[£] megengedett helyettesi- 
tés, -ben pedig az x változó nem fordul elő szabadon. 


(A4.) Vxp a p [£1: 


(AS) Vxlg — pp) GC Íp — Vxg]. 


Az első három axióma ismerős, ilyen alakúak voltak a IIT. 
fejezet 2. szakaszában a kijelentéskalkulus axiómái 15. A kü- 
lönbség abban van, hogy Itt a 6, w és y egy elsőrendű nyelv 
tetszőleges formuláit jelenthetik. 


Két levezetési szabályt fogadunk el: 


1. tetszőleges e, iv formulákra a e és p — iv formulák ból 
levezethető a w formula (levalasztási szabály, MP.): 

2. tetszőleges e formulára és x változáójelre a a formulából 
levezethető a Vxp formula fáltalánosítási szabály, G (gene- 
ralizálási]. 

Egy 1. (82. 04 formulasarozatról azt mondjuk, hogy 
fevezetés, ha a sorozat minden eleme vagy axióma, vagy A 50- 
rozatban előzőleg már szerepelt formulákból leválasztással 
vagy altalanosítással keletkezik. A levezetés midig a soro- 
zat utolsó formulájának a levezetése. 

Egy e formuláról akkor mondjuk, hogy levezethető, ha 
van levezetése. Azt, hogy e levezethető formula, röviden így 
jelöljük : HW. 
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Én lm 


A A, v, e műveleti jelek használatát a kijelentéskalk u- 
lusból íTII. fejezet, 2. szakasz) ismert módon értelmezhetjük 
itt is. A 3 jel használatát a következő módon vezetjük be: 
ilixe jelölje röviden a következő formulát: 


"]Yx Te. 


A 8. d) gyakorló feladat alapján tudjuk, hogy ez a rövidítés 
jó lesz. 

A levezethető formula fogalma mellett itt is bevezetjük azt 
az általánosabb fogalmat, hogy egy formula egy adott for- 
mulahalmazból (premisszákból) levezethető. Ha ! egy tet- 
szóleges (véges vagy végtelenj formulahalmaz, akkor azt 
mondjuk, hogy a 64. 02... 9, formulasorozat levezetés 
F-ból, ha a sorozat minden eleme vagy axióma, vagy a ! hal- 
maznak eleme, vagy a sorozatban előzőleg már szerepelt for- 
mulákból leválasztással vagy általánosítással keletkezik. A 
levezetés a sorozat utolsó lormulájának a levezetése. 

Azt mondjuk, hogy a e formula levezethető a f formula- 
halmazból, rövid jelöléssel F — e. ha 0-nek van levezetése 
f-ből. 

Nyilvánvaló a definiciókból, hogy ha F — ip cs f — A, ak- 
kor — eg, másrészt ha — 6, akkor tetszőleges f-ra f FH ps 
igaz. 


Gyakorló feladatok 


21. Igazoljuk példaként. hogy telszöleges w lormulára és A kilejezésre 
fennáll. hogy ha a e [4] helyettesítés megengedett. akkor 


ar w [A]. 


LETUTÉLTELETÉS 


A ep feltételből meguntuk a w [£ ] formula egy levezetését. Az egyes for- 
mulák után záronelbe artuk. hogyan következik az előző formulakboól. 
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1. ap (feltétel). 
2. Vox (3.1. 
3. vxe cp [k]1A41 
4. p [4] (2. 3.. MP. j 
22. Mutassuk meg. hogy tetszőleges olyan formulára. amelyre Fg. Hp 
s igaz! 


Megoldás : 


Azt kell megmutatnunk, hogy az axiómák logikai igazsagok és ha dl két 
elfogadott levezetési szabály premisszái logikai igazságok, akkor a követ- 
kezmény formula is az. Ebből nyilván következik az állítás. 


Az(Al.—(A 3.) axiómákról tudjuk, hogy a kijelentéskalku- 
lusban azonosan igaz formulák ; nyilván itt 15 azonosan igaz 
formulákat jelentenek. 

Az (A4.) axiómában szereplő implikáció előtagját alakit- 
suk át a következő módon: 


xi ps Vxi d ve) 
z 1yvvxpz tp ao Vxp. 


1tt a kijelentéskalkulusból ismert azonosságokat használ- 
tuk fel, valamint az 5. c ) feladat eredményét (ww-ben nem sze- 
repel az x szabadon). j 

A leválasztási szabályról már tudjuk, hogy azonosan igaz 
premisszákból azonosan igaz konklúziót ad. Az általánosi- 
tásról az univerzális kvantor értelméből nyilvánvaló, hogy 
ha e igaz egy A struktúrán, akkor Vxgp ís igaz ezen az A-n, 
tehát ha e azonosan igaz, akkor Vxp 15 azonosan Igaz. 

Érdemes itt megjegyezni, hogy az általánosítás az altalunk 
elfogadott értelemben nem helyes következtetési szabály, 
azaz nem igaz a p F vxg reláció (tl. a 2. szakasz I. megjegy- 
zését). Azt viszont igazoltuk, hogy tetszőleges A struktúrára 
E ,p-ből következik — YV-xep 15. Éppen azért, mert az általa- 
nosítási szabályt is elfogadtuk levezetési szabályként, általá- 
ban nem igaz, hogy F — e-ből következik F F gp. Az előző 
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gyakorlat eredményéből azonban következik, hogy ha 
F — ag, akkor tetszőleges A struktúra esetén, ha E d, akkor 
— e is fennáll, azaz ha A modellje F-nak, akkor A modellje 
0-nek 15. 

Igen fontos és jelentős eredmény, hogy az előző állítás 
megfordítása 15 igaz, azaz tetszőleges pw formulára fennáll, 
amennyiben Fe, akkorHg. Ez azt jelenti, hogy az axióma- 
rendszer teljes: minden azonosan igaz formula levezethető 
az axiómakból az elfogadott levezetési szabályok alkalmazá- 
sával. Ezt a tételt K. Gödel amerikai matematikus igazolta 
1330-ban, ezért Güdel-féle teljességi tételnek nevezik. Bizo- 
nyitása elég hosszú és mély gondolatmenetet igényel, ezért 
itt nem tárgyaljuk. A tételhez kapcsolódó érdekesebb ered- 
ményekre a feladatokban térünk vissza. 


Megjegyzés 


Mar említettük, hogy a matematikai axiómarendszerek vizsgálatában 
alapvető logikai szerepet játszik az egyenlőség reláció. Ha olyan elsőrendű 
nyelveket vizsgálunk, amelynek jelei között az sz kétváltozós relációjel is 
szerepel, és a bizonyitáselmélet eszközeivel is biztosítani akarjuk. hogy ez 
valóban a szokásos egyenlőséget jelentse, akkor további axiómákban kell 
szabályozni az sz reláció tulajdonságait. Ezek az ún. egyenlőségaxió- 
mák. Az 


(ÁS) Vxfx— xi 


axioma ertelme világos. 

A további axiómák azt biztosítják, hogy ha különböző változójelek 
azonos dolgokat jelölnek, akkor ezék a változójelek lüggvények, ill. rela- 
ciójelek  argumentumaiban pótolhatók egymással. Ennek megfelelően 
ezekből az axiómákból annyi van, ahány függvényjel és relációjel van a 
nyelvben. Például egy f/ kétváltozós függvényjelre így szól a megfelelő 
axióma : 


(xy — xx; z xg)a fix. x2) — fly x4 
Ha K egy kétváltozós relációjel, akkor a megfelelő axióma így néz ki: 


(xy — x,ax, z xha (Rip xhe REca rea) 


A, €rödel-féle teljességi tétel megfelelő alakja az így kiegészített axióma- 
renüszerre 15 Igaz. 

Az sz jelet ís lartaltnazó elsőrendű logikat szokás az egyenlőségjellel kl- 
egészített elsőrendű logikanak nevezni. 


Feladatok 


12. Igazoljuk, hogy ha A véges alaphalmazú siruktuúra 
(1 41 — Hj), akkor egy Vx P(x) alakú formula akkor és csak ak- 
kor igaz A-n, ha alkalmas n-tagú konjunkciáó, egy 3xPtx) for- 
mula pedig A-tagú diszjunkcióval ekvivalens! 

13. Keressünk olyan eldöntési eljárást, amely választ ad 
arra a kérdésre, hogy egy e formula kielégíthető-e egy olyan 
struktúrán, amelynek alaphalmaza n (e N) elemet tartalmaz! 

14. Legyen £ olyan elsőrendű nyelv, amelyben csak az 
R kétváltozós relációjel szerepel. Igazoljuk, hogy a 


(oyyvz(R(x, xy A ((RÉx, v) A Rív, 2) Ríx, z))a 
A (RÉx, vh) v. Ríy, x))) — gyyxR(y. x) 


formula tetszőleges véges struktúrán igaz, de van olyan vég- 
telen alaphalmazú struktúra, amin a formula nem elégiíthe- 
tő KI! 

15. Legyen £ olyan elsőrendű nyelv, amely csak k darab 
egyváltozós relációjelet tartalmaz. A 20. gyakorló feladat 
eredményének felhasználásával igazoljuk. hogy ha a nyelv 
egy 6 formulája minden olyan strukturan igaz. amelynek 
alaphalmaza legfeljebb 2" elemből áll, akkor Hg azaza 9 
formula azonosan igaz. 

16. Mutassuk meg, hogy ha az itéletkalkulus egy tetszőle- 
ges azonosan igaz formulájában a változójelek helyére az el- 
sörendű nyelv tetszőleges formuláit helyettesítjük. akkor 
olyan formulát kapunk, amely levezethető ! 

17. Bizonyítsuk be, hogy ha az itéletkalkulusban bárme- 
lyik helyes következtetési szabályban a logikai változók he- 
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lyére egy elsőrendű nyelv tetszőleges formuláit írjuk, és a 
premisszakból ily módon kapott lormulak halmazát f -val, a 
könklúzióből kapott formulát e-vel jelöljük, akkor FF — eg, 

18. Igazoljuk a kijelentéskalk ulusból ismert dedukció tétel 
megfelelőjét az elsőrendű logikára: legyen f tetszőleges for- 
mulahalmaz. e tetszőleges formula, w pedig tetszőleges zárt 
formula ; 


ha ff .H-oeg, akkor PE Gw. 


A most következő leladatok ban néhány önmagában ís fontos és érdekes 
hizonyításelméleti fogalmat vezetünk be, és ezekkel kapcsolatos eredmé- 
nyeket tárgyalunk. IL és a következőkben az £ nyelv F formulahalmazára 

har nem teszünk semmiféle különleges kikötést úgy érdemes gondolni. 
mint egy matematikai axiómarendszer állításainak szerkezetét leíró [ormu- 
lakból álló halmazra. A bevezelésre kerülő logalmak és a kapott eredmé- 
nyek ennek alapján lesznek jól érthetők. 

Azt mondjuk. hogy egy F formulahalmaz eflenrmesrdásos, ha van olyan 
e lormula, hogy FF h—opeés FH odegp is igaz A F ellentmondástatan, ha nem 
ellenitmondásas. 


19. Igazoljuk, hogy ha F ellentmondásos, akkor tetszőle- 
ges W formulára fennall, hogy FF w. 

20. Igazoljuk, hogy a F formulahalmaz akkor és csak ak- 
kor ellentmondástalan, ha bármely véges részhalmaza el- 
lentmondástalan ! 

21. Mutassuk meg, hogy ha e zárt formula, és F-ból nem 
vezethető le "19, akkor a Felel formulahalmaz ellentmon- 
dastalan! 

22. Igazoljuk, hogy ha a f formulahalmaznak van madell- 
Je, akkor f ellentmondástalan ! 

Z3. Tegyük fel, hogy igaz az előző feladatban megfogalma- 
zott allítás megfordítása, azaz ha F ellentmondástalan for- 
mulahalmaz. akkor van modellje! Mutassuk meg, hogy min- 
den e zárt formulára következik ez az állítás: 

ha igaz. hogy F minden modellje modellje e-nek is, akkor 
Tf — p 18 fennall! 
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24. Igazoljuk a Csödel-féle teljességi tétel felhasználásával, 
hogy ha egy f formulahalmaz bármely véges részének van 
modellje, akkor F -nak ís van modellje ((rödel-féle kompakt- 
sági tétel)! 


Az V, fejezetben kitűzött feladatok megoldásai 


I. Mindhárom állítás két halmaz egyenlőséget mondja 
ki. Ezeket úgy könnyű igazolni, hogy megmutatjuk: a két 
halmaznak ugyanazok az elemei. 

a) x elda Bi x € akkor és csak akkor, ha x — (u. v], ahol 
ue A6Bésveű, azazhaue dés vel, vagy HE Beés vel. 

x c(Ax CIB x €C) akkor és csak akkor, ha xe4AxC 
vagy x e B x C, azaz x — (u, vh aholne 4désreC, vagy we B 
és vet. 

A két oldalon álló halmaznak tehát ugyanazok az elemei. 

bi xel4án Bx C akkor és csak akkor, ha x— ín, vu) 
ue ArnBésvtel, azazne 4 és te Bés vel. 

x eldx CiriB x €) akkor és csak akkor. ha xed4dxűC és 
xeBx €, azaz x — [u rh áholuedés ue Bés ve €. 

c) x €(4— B) x € akkor és csak akkor, ha x — (u, v), ahol 
ue 4—Bésveű azaz ue 4. ug Beés vel. 

x el4x €1—íBx C) akkor és csak akkor, ha xe 4x€), 
x8£Bx€, azaz x —Íu r]) aholke 4 ug BésveCd. 


2. a) A formula azt fejezi ki, hogy minden számnak van 
többszöröse, ami nyilván igaz. 

b A formula értéke hamts. mert pl. 3 nem osztója 5-nek. 

c) A formula értéke igaz. mert az ] minden természetes 
számnak osztója. 

d) A formula értéke nyilván igaz, hiszen van olyan szám, 
aminek van osztója. 

e ) A formula értéke hamis, mert pl. nem igaz, hogy 3 és 5 
legnagyobb közös osztója 2. 
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f) A formula értéke hamis, mert pl. a 2-höz bármely y-t ís 
választunk, nem igaz, hogy 2 és y legnagyobb közös osztó- 
ja 3. 

4) A formula értéke hamis, mert pl. a 2-höz és 3-hoz nincs 
olyan y, amelyre 2 és y legnagyobb közös osztója 3. 

h) A formula azt fejezi ki, hogy mmden természetes szám- 
hoz van olyan szampar, amelynek ez a legnagyobb közös 
osztója, így értéke nyilván igaz. 

3. a ) Az elsőrendű nyelvben lévő változó, logikai és segéd- 
teleken kívül szükség lesz egy nullaváltozós függvényjetre: L. 
egy egyváltozós relációjelre: F. két kétvaltozós relációjelre: 
c és [. Ezen a nyelven az alliítás logikai szerkezetét a követ- 
kező formulával írhatjuk le: 


vx(t cx c jH(y]xa Píy]). 


Nytlvan a nyelv alkalmas interpretációjában ezeket a követ- 
kezőképpen választjuk: N" az alaphaimaz, 1 az ,egy" ter- 
mészetes szám jele, F a ,primszamnak lenni" reláció jele, c. 
II. ] a .kisebb és osztható relációt jelentt. 

A formula értéke ebben az interpretációban nyilván igaz. 

h) A megfelelő elsőrendű nyelv megadásához érdemes vé- 
eiggondolni, hogy az interpretációban alapnhalmaznak cél- 
szerű választani a tér pontjaiból, egyenesetből és sikjaiból ál- 
ló halmazt. Ennek megfelelően a nyelvben a következő cgy- 
változós relációjeleket vesszük fel: P. E, S; kétváltozós relá- 
ciójelek legyenek : II. L. 6. Az interpretációban P, E, S rend- 
re a , pont", , egyenes", , sik" egyváltozós relációkat jelentik, 
a II. L. — pedig a .párhuzamos", , merőleges", , illeszkedik" 
kétváltozós relációkat. Ezek alapjan az allitas szerkezetét így 
irhatjuk le: 


v( EG) c Vyégyetisívb a Ein) a Elv) A 
A Hay A vgy A Tu [[/dA x.Luy A xLu) 


a VztlElz) A 2-6 vj 6 xbz)) 








A formula egy ismert gecmetriai tétel logikai szerkezetét 
fejezi ki, tehát az adott interpretációban a logikai értéke 
igaz. . 

c) Az előző példákban többféle alkalmas nyelvet ís meg- 
adhattunk volna. Itt is többféle lehetőség közül választha- 
tunk. Ha arra törekszünk, hogy lehetőleg kevés jelet tartal- 
mazzon a nyelv, akkor elég a következő függvényjeleket fel- 
venni: 0 (nullavaltozósh, -k és : kétváltozós, Az — kétválto- 
zós relációjelet elég felvenni a nyelvbe. Ezek segítségével az 
állítás logikai szerkezete a következő: 


vavpyovdixíla -: (x-(x-xIH-b-hc-x]Jc-x)td — 0). 


Az interpretáció alaphalmazának R-et, a valós számok hal- 
mazat valasztjuk, Ő a nulla valós szamot jelölt, -- és - az R-en 
értelmezett összeadást és szorzást. Látható, hogy itt , meg- 
spóroltuk" a hatványozás kifejezésére alkalmas függvényjel 
bevezetését. 

4. Az elsőrendű nyelvben egy egyváltozós: Y és két kétvál- 
tozós relációjelet veszünk fel: H, G. A tervezett interpretá- 
cióban, amelynek alaphalmaza az emberek, ezek jelentése a 
következő lesz: ,.nő", , házastársa", , gyermeke". A feladat az, 
hogy olyan formulákat irjunk fel, amelyek az interpretáció- 
ban a megadott relációkat jelentik. 

ag Az ,x anyja y-nak" relációt nyelvileg kissé nehézke- 
sebben, de az adott összefüggésben a logikai szerkezetet jól 
lathatóan igy fejezhetjük ki: , x nő és v gyermeke x-nek", Fn- 
nek megfelelően a keresett formula : 


Nix) A G(v, x). 


b) Az ,.x testvére v-nak" azt jelenti, hogy x és v ugyanan- 
nak a gyermekei, tehát az alkalmas formula: 


J-(G(x, z)A Gív. 2)). 
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c) Az ,x nagyapja v-nak" azt jelenti, hogy x férfi — azaz. 
nem nő - és y a gyermeke x gyermekének. A megfelelő 
formula : 


AJNíx)a g-(Gíz. x) a Gív. zh. 


d) Az ,x unokatestvére y-nak" reláció azt jelenti, hogy x 
és y szülei testvérek. Így az alkalmas formulát a kövétkező 
módon írhatjuk fel: 


JuJ30(Gíx, u) A G(y, e) A 3z(GÍu, z)a Gír, z))h 


ej) [tt az ,x apósa v-nak" reláció logikai szerkezete ilyen 
alakú: ,,x férfi és y a házastársa x gyermekének". A megfelelő 
formula : 


"ANÍx)a 3z(Gtz, xja Htv. 7) 


5. a) Az azonosság bal oldalán álló formula egy tetszőle- 
ges struktúrán akkor és csak akkor igaz. ha a P-nek megfele- 
lő egyváltozós reláció a struktúrában konstans igaz. Nyilván 
ugyanekkor igaz a jobb oldalon álló formula 15. 

b) A bal oldali formula egy rögzített struktúrán akkor és 
csak akkor igaz, ha a P-nek megfelelő reláció ném konstans 
hamis. Világos, hogy a jobb oldal formula 15 pontosan ek- 
kor igaz. 


Az a) és b ) azonosság azl fejezi ki, hogy egy lormulában a kötött válto- 
zök jelölését meg lehet változtatni úgy. hogy új. a formulában meg nem 
szererlő változót vezetünk be. 

Az utóbbi kikötés lényeges, mert pl. a Vx.RÉx. vh és VeRír, rp formulák 
nyilván nem azonosak. 


. ) Tegyük fel, hogy egy A struktúrán a bal oldali formula 
in az. A konjunkció definíciója szerint ez akkor és csak akkor 
áll fenn, ha e ís és 3xP(x) is igaz A-n, azaz ap igaz A-n és a 
F-nek megfelelő 4A-beli reláció nem konstans hamis. Ez 
utóbbi akkor és csak akkor teljesül, ha 3xiP(x)a p) igaz A-n 


a 
Iz Marematikat logika 261 


(itt. felhasználtuk, hogy e-ben az x változó nem fordul elő 
szabadonl. 


d ) A c ) feladathoz hasonló, egyszerű meggondolással iga- 
zolható ez az azonosság is. 


e) Használjuk fel a )-t és d )-t, és alakítsuk át a bal oldalon 
alló formulát: 


vxPix) vYxOtx) z vxPix) vYyOíy) 5 
z Vx( P(x) v Vol) — xv P(x) v Ow), 
1) Az e ) azonosság bizonyításához hasonlóan b ) és c ) fel- 
használásával így alakíthatjuk át a bal oldalt: 
1IxP(x]) a 3xOtx) E 3xP(x) A 3yOfy) — 
7 3x(P(x)a gyOly)) — 3x2(P(x) A Ov). 
44 Használjuk fel a már bizonyított azonosságokat (8. ar ) 
gyakorlat, 9. gyakorlat): 
vxPlx) — 3xO(x) z TVxPi(x)v3x0(x) s 
s 3x 1Pfx)jv]3xOWx) z ax( 1Píx]) v Ax) sz 
7 3x(P(x) — 0(x) 
6.a) Tegyük fel, hogy egy A struktúrán igaz a Formula 
előtagja és mutassuk meg, hogy az utótag is igaz. 
Ha —m VxYyRix, yh akkor az R-et interpretáló kétváltozós 
reláció A. alaphalmazának minden elempárjára i igaz, de ak- 


kor nyilván azokra is, amelyeknek első és második kompo- 
nense egyenlő, tehát — VxRíx, x). 


b) Tegyük fel, hogy egy adott A struktúrán E 3xRíx, x). 
Ez nyilvan azt jelenti, hogy az R-et interpretáló kétváltozós 
reláció nem üres, de akkor F ,3x3]3yR(x, y) értéke is igaz. 


c) Mivel e-ben az x nem szerepel szabadon, ezért egy 
c )-nél erősebb állítást is könnyű igazolni az 5. g ) bizonyítá- 
sában használt módszerrel : 
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vxíg — Pixh) z vxt ip v Pix) s 1evVxPix) z 
p a VxPÍxl 


7. A formulát a bizonyított azonosságok felhasználásával 
alakíthatjuk át: 
( gyxPixyv 3x0(x) A (RÉ) — Jx5(x)) — 
z (dx 1Píc) v 3xO(x) A ( 1RÍx) v dgyS(v]) — 
— 3x( P(x) v A) A 3(TIRL) v. Sly) 5 
s 3(71P(z) v Oz) A (RÉ) v 54) 5 
z 3zdy((P(z) — O(z)) A (R(x) — 5ty))). 
8. Az elsőrendű nyelv a szokásos Jeleken kívül tartalmazza 
méga P, 0, R egyváltozós relációjeleket 15. Ekkor az egyes 


típusokba tartozó állítások szerkezetét a következő formu- 
lák fejezik ki: 


A — YVxiPtx) — 0íx)), 
E Wx(Píx) a TI0(x)). 
I — J3x(P(x])a Öíx)); 


0  Jx(Pixja 196) 


Igazoljuk pl., hogy a következő szillogizmusok helyes kő- 
vetkeztetések : 


a) Vxi0(x) e "1RIx 
b) vxldAx])—a "1RÍx 
s 1K 


le zt 


), Vx(P(x) — O(x) F VxlPlx) — 
x)h 
]) 3x(P(x) A 0íx) F3x(P(x) a 
x)) 


a) Tegyük fel, hogy egy A struktúrán igazak a premisszák. 
Ekkor A alaphalmazának tetszőleges elemére a Öfx)- 
— "TR(x) és P(x) — Ofx) formulák igazak, de akkor az imp- 
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hkáció definíciója szerint a P(x) — "1R(x) formula is tetsző- 
leges alaphalmazbeli elemre igaz, tehát 


E VxtiPix) — "1RIx)). 


b) Tegyük fel, hogy egy A struktúrán igazak a premisszák. 
Ekkor az A alaphalmazának tetszőleges elemére 0íx) 
— "1RÍx) igaz és van olyan a eleme az alaphalmaznak, amire 
Píx)A 0(x), azaz PÍx) is igaz. De akkor erre az a elemre 
-1RCx) is fennáll, igy P(x)A "IR(x) igaz. Ez azt jelenti, hogy 


FK dx(Pix)a "1R(x)) 


tehát a következtetés helyes. 

9. a) A következtetés részletes vizsgálata után látható, 
hogy benne az élőlények 4 halmazáról és az ezen értelmezett 
, X-nek őse y" reláció tulajdonságairól van szó. Így a szerke- 
zet leírására alkalmas elsőrendű nyelvet kapnunk, ha a szoká- 
sos jeleken kívül még egy R kétváltozós relációjelet veszünk 
fel. Ezen a nyelven a következtetés szerkezete így írható fel: 


vxvyeziiRix, vha RÉv, 2) 
—a Ríx, zh Vx 1RÍXx, x) FYXYPRÉX, v). 


A következtetés nem helyes, mert pl. egy olyan A struktúrán, 
amelyen R-et egy üres reláció reprezentálja, a két premissza 
igaz (az első azért, mert az implikáció előtagja hamis), míg a 
konklúzió nyilván hamis, hiszen az alaphalmaz nem üres. 

b] A következtetésben a természetes szármok halmazának 
elemeiről, természetes számok között értelmezett relációkról 
van szó. [gy alkalmas nyelvet úgy tudunk konsíruálni, hogy 
először megvizsgáljuk, milyen elemek, ill. relációk vannak a 
konkrét következtetésben. Látható, hogy az I, 11 és 113 ter- 
mészetes szamok fordulnak elő, továbbá a , kisebb", ,.prim- 
szám", , osztója" relációk. Ezért a megfelelő elsőrendű nyelv 
jeleihez a következőket vesszük hozzá: a, b, c nullaváltozós 
függvényjelek (konstans jelek], P egyváltozós relációjel, 0 és 
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R kétváltozós relációjelek. A következtetés szerkezetét elő- 
ször írjuk le , matematikat gyorsírással", azaz a logikat jelek, 
a c, [ fosztája] jelek alkalmazásával, majd ezután könnyen 
át tudjuk írni a választott elsőrendű nyelvre: 


Jx(I cxaxzcii34Ax]113)- 
— 3x(xcllaxpriím a x]113]); 
vxtix ci aAx prim] a "1xIIl3k 
vati cxaxzil3ja T1xTII34 

A következtetés logikai szerkezete: 
J3x(Ria, x)a Rix, ca ix, ce 
— JxÍRÍx, bha P(x) A O(x, c) 
Vx((R(x, bha PÍxj— 10íx, c) FH 
BF YxtiRia, x)a Ríx, che TIO(x, e) 


Tegyük fel, hogy egy megfelelő A struktúrán a két pre- 
rmissza igaz. A második premissza igaz voltából következik, 


hogy 
(R(x, bha P(x) — "10íx, c) 


az A struktúra 4 alaphalmazának minden elemére igaz. Áz 
utóbbi formulát a kijelentéskalkulus azonosságai alapján 


-TRix, bv 1Píx)v "10íx, c) 


alakra hozhatjuk. Mivel ez a formula minden 4-beli elemre 
igaz, ezért a tagadása, 


Ríx, ba Pixja Öíx, c) 
minden 4-beli elemre harnis, tehát 
JxX(Ríx, b] A Pix)a 0x, c) 


hamis A-n. Mivel az első premisszát alkotó implikáció igaz, 
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és azt találtuk, hogy az utótagja hamis, ezért az előtagja, 
dx(R(a, x) A Ríx, c)a O(x, c)) 


15 hamis A-n, de akkor az 


Ria. x)a Rix, ca 0(x, c) 
formula A minden elemére hamis, így a tagadása, a 
"MR(a, x) a Ríx, ca Max, ch 
s (R(a, x)a Ríx, c) — 10tx, c) 
formula A minden elemére igaz, tehát a 
v.xi(R(a, x)a Ríx, c). 19íx, c)) 


formula, a konklúztó A-n igaz. A következtetés tehát helyes. 

c) A következtetésben szereplő kijelentésekből a követke- 
ző két reláció elemezhető ki: ,.x a falu borbélya" és , x borot- 
válja y-t". Ennek megfelelően, az alkalmas elsőrendű nyelv- 
ben a szokásos jeleken kívül egy egyváltozós relációjelet: 
B és egy kétváltozós relációjelet; b veszünk fel. Ezen a nyel- 
ven a következtetés szerkezetét így írhatjuk fel: 


VxiBix) — Vyixby e Tyby) F T3xBÍXx) 


Tegyük lel, hogy egy A struktúrán a premissza igaz. ÁZ is- 
mert azonossagok alapján a premisszat így is írhatjuk : 


vxyyi 1B(x) vixby a Tyby) 
Ez a formula igaz A-n, igy a 
ABíx)vexby e "1yby) 


formula a struktúra A alaphalmazának bármely elempárjára 
igaz, de akkor a 


"TBIx) vixbx e "1xbx) 


formula 15 A minden elemére igaz. (Ennek a formulának a je- 


266 


lentése 2. feladat szövege alapján ez lenne: , vagy nem igaz, 
hogy x a falu borbélya, vagy x akkor és csak akkor borotvál- 
ja önmagát, ha nem borotválja önmagat"). A diszjunkció 
második tagja minden elemre hamis, így "1BÍx) minden 
elemre igaz, ezért Bíx) minden elemre hamis, azaz 1xBí(x) ha- 
mis A-n, így a konklúzió, 73xBfx) igaz A-n, tehát a követ- 
keztetés helyes. 

10. Jelöljük 6-vel a kijelentéslogika egy tetszőleges, azo- 
nosan igaz formuláját és e"-gal az ebből helyettesítéssel ka- 
pott elsőrendű formulát. Tetszőleges A struktúrát ís válasz- 
tunk és ezen bárhogyan is értékeljük a e?-beli szabad válto- 
zókat — ha vannak -, a x-beli logikai változók helyére he- 
lyettesített komponensek re kapott logikai értékek e-t igazzá 
teszik, tehat e" igaz A-n, de akkor 


Fép?. 


11. Az állítás egyszerűen következik az előző feladat ered- 
ményéből, hiszen a helyes következtetés fogalma visszave- 
zethető az azonosan igaz formula fogalmára. Legyen a kije- 
lentéslogikában helyes következtetés : 


(Da B2. err Br E ep 
és az ebből helyettesítéssel kapott következtetés 
Pi. P3--a WE E eb. 


Mivel a feltétel szerint Új A 02 A... A gy) e e azonosan 
igaz formula, a 10. feladat eredménye szerint 


(or ADTA... A pr) pt 
sz ef (er ..hexk opt.) 


is azonosan igaz, de akkor a helyettesítéssel kapott követ- 
keztetési szabaly ís helyes. 


12. A feltevés szerint A alaphalmaza, A elemeinek száma 
n, Bővitsük ki a nyelvet (és természetesen a strukturat Is] 
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úgy, hogy mindegyik elemre egy nevet (ill. egy nullaváltozós 
függvényjelet) hozzáveszünk. Legyenek ezek: di, do. ..., du. 
A konjunkció és az univerzális kvantor definíciója alapján 
világos, hogy 


vxPtix) — Pla,)a Pia) a... A Pa). 


[/gyancsak a diszjunkeéiő és az egzisztenciális kvantor defini- 
ciója alapján nyilvánvaló, hogy 


ixP(x) — Pilajjv Pia.) v... v Pia, ). 


Í3, A 7. feladatban alkalmazott módszerrel minden for- 
mulát átalakíthatunk úgy, hogy az összes kvantor a formula 
elején álljon és ezek után olyan formula következik, amely 
már primformulák ból az ítéletkalk ulus műveleteivel épül fel. 
Az ilyen alakú formulát prenex normálformának nevezik. 

Az előző feladat eredményének felhasználásával, a kapott 
prenex formulához található olyan - kvantorokat már nem 
tartalmazó - tormula, ami ek vivalens az eredeti formulával. 
Ezt a formulát azután még átalakíthatjuk úgy, hogy az eset- 
leges szabad változók helyére vesszük a E2. feladat megoldá- 
sában bevezetett konstans jeleket az összes lehetséges mó- 
don, és az igy kapott - változáójelet már nem tartalmazó for- 
mulák — diszjunkcióját képezzük. 

Az eredeti formula nyilvan akkor és csak akkor elégíthető 
ki az adott strukturán, ha a kapott lormula kielégíthető. Ezt 
viszont már a kijelentéskalkulusban megismert eldöntési el- 
járással lehet megvizsgálni. 

14. Fekimtsünk egy tetszőleges A véges struktúrát, amely- 
nek alaphalmaza n elemet tartalmaz és egy kétváltozós relá- 
ció van értelmezve rajta. Ha a formula előtagja hamis A-n, 
akkor az implikáció igaz, így feltehetjük, hogy az előtag igaz 
A-n. 

Alkalmazzuk a már ismert szemléltetést: pontokkal szem- 
léltetjük az alaphalmaz elemeit és azt, hogy két elem között 
fennáll a reláció úgy ábrázoljuk, hogy a relációhoz tartozó 
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pár első elemét ábrázoló pontból nyilat rajzolunk a második 
elemet szemléltető ponthoz. Az előtag igaz. és mivel ez kon- 
junkció, tehát minden tagja igaz: minden pont össze van 
kötve önmagával, a hartnadik konjunkciós tag szerint bar- 
mely két pont össze van kötve egyikből a másikba vezető 
nyíllal, a középső tag szerint pedig ha F-ből vezet nyil (4-ba 
és 4-ból R-be, akkor P-ből ís vezet nyil K-be. Azt kell meg- 
mutatnunk, hogy az utótag is igaz. Ez a szemléltetésben azt 
jelenti, hogy van olyan pont, amelyből minden ponthoz ve- 
zet nyil. 

válasszuk ki azt a pontot, ahonnan a legtöbb nyil indul ki, 
legyen ez P. (Ilyen van, mert csak véges sok pont van.) Ázt 
fogjuk megmutatni, hogy P-ből minden pontba vezet nyíl. 
P-ből önmagába vezet nyil. Tegyük fel, hogy van olyan F-től 
különböző 0 pont. ahova P-től nem vezet nyil; ekkor vi- 
szont fordítva, 09-ból vezet F-be nyil. Azonban az előtag maá- 
sodik konjunkciós tagja által kifejezett tulajdonsag szerint 
0-ból minden olyan R pontba is vezet nyil, ahonnan P-be, 
azaz 0-ból több nyíl vezetne ki, mint P-ből, ellentétben a fel- 
tevéssel. A formula utótagja Is igaz, tehát a formula igaz A-n. 

Adjunk meg egy végtelen struktúrát úgy, hogy alaphalma- 
za legyen a természetes számok N halmaza és az R reláció Je- 
lentése legyen ezen a 2. Ekkor világos, hogy az implikáció 
előtagja igaz, mert a 7 reláció reflexiv, tranzitív és bármely 
két természetes szám összehasonlítható vele, de az utótagja 
hamis, mert nincs legnagyobb természetes szám. Így a for- 
mula nem elégíthető ki ezen a struktúran. 


A feladalból adódik az a fontos tanulság. hogy vannak olyan formulák, 
amelyekről csak végtelen straktúrán derül ki, hogy nem logikai igazságok. 


15. Tegyük fel, hogy az állítás nem igaz, azaz a p formula 
minden olyan struktúrán igaz, amelynek alaphalmaza legfel- 
jebb 2 elemből áll. de mégsem azonosan igaz. Ekkor a taga- 
dása, a 14 kielégíthető, de a 20. gyakorló feladat eredménye 
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szerint akkor kielégíthető egy olyan struktúrán Is, armmelynek 
alaphalmaza legfeljebb 2" elemet tartalmaz. Ez viszont azt 
Jelenti, hogy "1 195 hamis égy olyan struktúrán, aminek 
alaphalmaza legfeljebb 2" elemből áll, ellentétben a feltevés- 
sel. [gy az állítás igaz. 


A feladat eredménye és a 13. feladat alapján bármely, csak k darab egy- 
változós relációjeleket tartalmazó formulát kielégíthetőség szempontjából 
elég megvizsgálni a 2-nál nem több elemet tartalmazó alaphalmazzal ren- 
delkező véges struktúrákon - erre pedig van eldöntési eljárás. 

A 14. feladat szerint a kétváltozós relációjeleket is tartalrnazó formulák 
körében hasonló állítás már nem igaz. 


16. A kijelentéskalkulus axiomatizálásakor elfogadott 
axtómak, ill. levezetési szabalyok az elsőrendű logika axió- 
már, til. levezetési szabályai között ís szerepelnek. Ebből 
nyilván következik, hogy az elsőrendű logika axiómáiból az 
elfogadott levezetési szabalyokkal minden olyan formula le- 
vezethető, amely a kijelentéskalkulus egy levezethető formu- 
lájából úgy keletkezik, hogy benne a logikai változók helyé- 
re a nyelv tetszőleges formuláit helyettesítjük. Azt tudjuk 
már, hogy a kijelentéskalkulus levezethető formuláinak ösz- 
szessége azonos az azonosan igaz lormulák halmazával. Ez- 
zel az állítást tgazoltuk. 

17. Az elsőrendű logikában a FF 6 fogalom definíciója 
nyilván bővitése a kijelentéskalkulusban megismert megfele- 
lő fogalomnak. [gy az állítás nyilván igaz, hiszen bármely 
olyan kijelentéskalkulusbeli formulasorozatban, amely a 
TF -ből egy levezetés, a logikai valtozók helyére az elsőrendű 
nyelv formuláit helyettesítve olyan formulasorozatot ka- 
punk, amely levezetés F-ból az elsőrendű nyelvben. 

18. A bizonyítás gondolatmenete a kijelentéskalkulusban 
megismert bizonyításhoz hasonló. Ebben már felhasználjuk 
az előző két feladat eredményét Is. 
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Tegyük fel, hogy F.§H e és e zart. Legyen 
ta égesse p A — ep) 


a w egy levezetése F, w-ből. Teljes indukcióval igazoljuk, 
hogy minden (En esetén F— WWW — 0. 

Ha i— 1, akkor o; vagy axióma, vagy f eleme, vagy azo- 
nos t-vel. Ezeket az eseteket pontosan ugyanúgy lehet el- 
intézni, mint a kijelentéskalkulus esetében (felhasznalva a 17. 
feladat eredményét). 

Tegyük fel, hogy I £i--n és f-re igaz az állítás. Mutassuk 
meg, hogy F— gy — 041 15 IgAZ. 

Ha cs. , , axióma, F-nak eleme, vagy w-vel azonos, akkor a 
rnár említett módon járhatunk el. Ugyancsak a kijelentés- 
kalkulusból ismert módon igazolhatjuk az állítást, ha e; , , a 
leválasztási szabállyal keletkezik a sorozatban előzőleg sze- 
repelt formulákból. Azt az esetet kell még megvizsgálnunk, 
ha o. , egy e, ti Si) formulából általánosítással keletkezik. 
Az indukciós feltevés szerint F—  — pi, ebből általánosi- 
tással F— Vxiy — pj) adódik. Mivel zárt, így x nem for- 
dul elő benne szabadon, . 

Vxít — e) — Úr — Vxpj) axióma, így a leválasztasi sza- 
bály alkalmazásával azt kapjuk, hogy 

PE a Vxp(- ír — Pi) 
és ezzel a dedukció tételt igazoltuk. 

19. Tegyük fel, hogy f ellentmondásos, azaz van olyan 
formula, hogy F hm gés FH "19. Legyen § a nyelv egy tet- 
szőleges formulája. A kijelentéskalkulusból tudjuk, hogy egy 


aP c (PG 0) alakú formula azonosan igaz, de akkor a 16. 
feladat szerint 


Fr 1p-dp Gw). 


Ebből és a két feltevésből a leválasztási szabály kétszeres al- 
kalmazásaval azt kapjuk, hogy 


F— úr. 
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20. Tegyük fel, hogy a F formulahalmaz ellentmondásta- 
lan, de van olyan véges f" részhalmaza, ami ellentmondásos. 
Ez azt jelenti, hogy van olyan e formula, amire FF — ep és 
FF — "19. Mivel F" része F-nak, ezért FE gés FH 118 
igaz, azaz f ellentmondásos, ellentétben a feltevéssel. 

Tégyük fel, hogy F bármely véges része ellentmondásta- 
lan, de F mégis ellentmondásos. Ekkor van olyan p formula, 
amelyre FF hp és Fr 19. Mindkét levezetésben f-ből 
csak véges sok formula szerepelhet, így ha ezek összességét 
f"-vel jelöljük, akkor FF" véges része ! -nak és ez Is ellentmon- 
dásos lenne, ellentétben a feltevéssel. 

21. Tegyük fel, hogy e zárt formula és F-bőól nem vezethe- 
tő le 1eés Felei mégis ellentmondásos. 

Tudjuk, hogy Fée j-ből bármilyen formula levezethető 
(19. feladat) tehát "1 15, azaz 


IT. pH 1. 


A dedukciótétel szerint (18. feladat), mivel e zárt formula, 
igy EF — e GC 71. Az itéletkalkulusban a (fc 1Pjoc a1P 
formula azonosan igaz, igy a 16. feladat szerint — Íg — 
a "1e)—a "19. A leválasztási szabály alkalmazásával tehát 
azt kapjuk, hogy FF 19, ez pedig ellentmond a feltevés- 
nek. Így a Foi! formulahalmaz ellentmondástalan. 

22. Tegyük fel, hogy a F formulahalmaznak egy A struk- 
tura modellje és f mégis ellentmondásos. Ekkor a 19. feladat 
szerint bármely zárt e formulára F — ap és FF "1. Tud- 
juk, hogy ekkor F minden modellje modellje w-nek is és 
"]xp-nek ts. De Hp és E, 19 egyszerre lehetetlen, mert ha 
a p zart formula igaz A-n, "akkor az értékelés definiciója sze- 
rint "16 hamis. Ellentmondásra jutottunk, tehát a F formu- 
lahalmaz ellentmondástalan. 


23. Tegyük fel, hogy bár igaz: 
a) ha F ellentmondástalan, akkor van modellje, mégsem 
teljesül, hogy 
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hb) abból, hogy F minden modellje modellje e-nek 15. kö- 
vetkezik, hogy FF e íg zárt formula]. 
. Ez azt jelent, hogy van olyan e zárt formula, hogy F min- 
den modellje modellje e-nek 15, de F-ből nem vezethető le ep. 
Ekkor f ellentmondástalan ímivel nem minden formula ve- 
zethető le belőle), de akkor a 21. feladat szerint FO: 1pi 15 
az, tehat az a ) feltétel szerint van A modellje. Erre FH, 1 és 
FT miatt F.G IS teljesül, ari lehetetlen. Ellentmondásra 
jutottunk, igy az állítás igaz. 


A feladat eredménye azt mutatja, hogy a €sjödel-féle teljességi tételhez 
elég lenne igazolni, hogy minden ellentmondástalan formulahalmáznak 
van modellje. Ennek bizonyítása elég hosszadalmas, a bizonyítás lényege 
az. hogy az ellenttmonzdástalan formulahairmnazhoz alk alrnas módon konst- 
rualni kell egy olyan struktúrát, ami modellje a lermulahalmaznak . 


24. A bizonyításhoz felhasználjuk a Csödel-féle teljességi 
tételt. Tegyük fel, hogy ! bármely véges részének van mo- 
dellje. Ekkor a 22. feladat szerint f bármely véges része el- 
lentmondástalan. de akkor a 23. feladat szerint F ts ellent- 
mondástalan, tehát a Gödel-féle teljességi tétel szerint van 
modellje. 
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Kiadja a Műszaki Könyvkiadó 

Felelős kiadó: Bérczi Sándor ügyvezető igazgató 
Felelős szerkesztő: Oláh Judit matematikus 
A 4. kiadást gondozta: Halmos Mária 
Múszaki veztő: Abonyi Ferenc 

[dúszaki szerkesztő: Szigeti Kóbertné 

A borítót tervezte: Trajan Kít. 

A könyv ábráit rajzolta: Balázs Ivánné 

A könyv formnátuma: Fr5 

Ívterjedelme 13.74 (A/5) 

Ábrák száma: 90 

Azonossági szám: 10453 

Készült az MSZ 5601:83 és 5602:83 szerint 


Myomta és kötötte a Sylvester János Nyornda 
Felelős vezető: Varró Attila ügyvezető igazgató 


Azoncssápok: 
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